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AVERTISSEMENT, 



La démonstration de la théorie des parallèles , telle 
qu'elle avait été présentée dans la S' édition de cet 
ouvrage et dans les éditions suivantes jusqu'à la 8* in- 
clusivéNient, ti'éfant pas à Fabri de tottte objection, on 
B'étaît dëtemiiMi liaos la %^ édMon m TëteMir oette 
ihéorîB à-pett-près but la même ba^e 4{a'£«ei*de« Ses 
réflexions ultérieures faites sur le même objet, dont or 
donnera le développement dans la note 11^ ont fait dé- 
couvrir deux nouvelles manières de démontrer le 
ikéorème sur les trois angles du triangle , sans lé âecours ' 
d*aecim pdthiUUum. <kx a t/û. c^Miitéqtteiice inÊiéïé mus 
de ces déBMiukratioiM dam le toxie de cette édition ^ 
en choisissant celle qui s'éloigne le moins des idées or- 
dinaires , et qui d'ailleurs ne semble pas plus difficile à 
fnmpronilTe que «elle qui nviitt été donnée 4ans les 
éditions précédentes , depuis la 3* jusqu'à la 8*. 

tJn autre cliangemeht qui se fera remarquer dans 
cette édition , est relatif à la solidité de la pf raoride 
triangulaire. Oa a rétablîcette démoiistiiaÉicBà-peii^ràt 
telle qu'elle avait été donnée dans la l*"' édition de ces 
Éléments, mais en profitant d'une idée heureuse due à 
M. Querret, chef d'institution à Saint-Malo; elle con- 
siste à rendre égales les hauteurs des prismes excédant 
et déficient que l'on construit dans les deux pyramides 



comparées. Par ce moyen la démonstration de la soli- 
dité de la pyramide parait réduite au dernier degré de 
simplicité dont elle est susceptible. 

Enfin , comme les tables trigonométriqnes construites 
suivant la division décimale du quadrant, ne soiit pas 
aussi généralement répandues que celles qui se rap- 
portent à Tancienne division de la circonférence , on 
a cru qu'il ne serait pas inutile de joindre aux exem- 
ples de calcul donnés dans la Trigonométrie , les résul- 
tats que fournirait Fusage des anciennes tables. 



Lb lecteur qui voudra se borner , au moins dans une 
première lecture, aux simples éléments, peut passer 
sans inconvénient les notes, appendices et généralement 
tout ce qui est imprimé en petits caractères , comme 
étant moins utile ou exigeant une étude plus appro- 
fondie, n reviendra ensuite sur ces objets, s'il le jugé 
à propos , en choisissant ceux qui lui conviendront le 
mieUx, d'après l'avis d'un professeur éclairé. 



iV. B, Les nombres mis en marge indiquent les propositions 
auxquelles on devra recourir pour Tin telligence des démonstra- 
tions. Un seul nombre , comme 4 9 indique la proposition iv 
du livre courant : deux nombres , ao. 3 , indiquent la xx« pro- 
position du livre ni. Dans la Trigonométrie on a distingué les 
article» et les renvois par des chiffres romains. 
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LES PRINCIPES. 



DÉFINITIONS. 



L -Lja Géométrie est une science qui a pour objet la 
mesure de l'étendue. 

L'étendue a trois dimensions, longueur, largeur et 
hauteur. 

II. La ligne, est une longueur sans largeur. 

Les extrémités d'une ligne s'appellent ^omf5 .* le point 
n'a donc pas d'étendue. 

III. La ligne droite est le plus court chemin d'un 
point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de 
lignes droites est une Jigne courbe. 

Ainsi , AB est une ligne droite , ACDB une ligne brisée fig. i. 
ou composée de lignes droites, et AEB est une ligne 
courbe. 

V. Surface est ce qui a longueur et largeur, sans 
hauteur ou épaisseur. 

VI. Le plan est une surface, dan» laquelle prenant 

^ I 
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deux points à volonté, et joignant ces deux points par 
une ligne droite, cette ligne est tout entière dans la 
surface. 

VU. Toute surface qui n'est ni plane ni composée* 
de surfaces planes est une surface courbe, 

VllL Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de rétendue. 

fig. a. JX. Lorsque deux lignes droites AB, AG, se ren- 
contrent, la quantité plus ou moins grande dont elles 
sont écartées Tune de l'autre , quant à leur position, 
s'appelle angle; le point de rencontre ou d'inCersec- 
lion A est le sommet de l'angle ; les lignes AB , AC , 
en sont les côtes» 

L'angle se désigne quelquefois par la lettre du sommet 
A seulement , d'autres fois par trois lettres BAC ou G AB , 
ayant soin de mettre la lettre du sommet au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités, suscep- 
tibles d'addition , de soustraction , de multiplication , et 
«K ao. de division : ainsi Tangle DGE est la somme des deux 
angle^ DCB , BC£ , et l'atigle DCB est la différence des 
deux angles DC£ , BGE., 

fîg. 3. X. -Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre 
droite GD, de telle sorte que les angles adjacents BAC, 
BAD, soient égaux entre eux, chacun de ces angles 
s'appelle un angle droit; et la ligne AB est dite perpen- 
diculaire sur CD. 

fig. 4- XI. Tout angle BAC plus petit qulun angle droit est 
un angle aigu; tout angle plus grand D£F est un angle 
obtus* 

fig. 5. XII. Deux lignes sont dites parallèles , lorsque, étant 
situées dans le même plan , elles ne peuvent se rencon- 
trer à quelque distance qu'on les prolonge l'une et 
l'autris. Telles sont les lignes AB, CD. 
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■ 

XIIL Figure plane est un plan terminé de toutes ' 
parts par des lignes. 

Si les lignes sont droites , l'espace qu'elles renferment 
s'appelle y%M/v rectiligne ou polygone, et les lignes fig. 6. 
elles-mêmes prises ensemble forment le contour ou pé-- 
rimètre du polygone. 

XIV. Le polygone de trois côtés est le plus simple 
de tous, il s'appelle triangle; celui de quatre côtés 
s'appelle quadrilatère; celui de cinq, pentagone; celui 
de six , hexagone, etc. 

XV. On appelle triangle équilatéral celui qui a ses fig. 7. 
trois côtés égaux; triangle isoscèle, celui dont deux fig. 8. 
côtés seulement sont égaux; triangle scalène, celui qui fig. 9. 
a ses trois côtés inégaux. 

XVI. Le triangle rectangle est celui qui a un angle 
droit. Le côté opposé à l'angle droit s'appelle hypoté- 
nuse .* ainsi ABC est un triangle rectangle en A , le côté fig. 10. 
BG est son hypoténuse. 

XVU. Parmi les quadrilatères on distingue : 

Le (jfuarre, qui a ses côtés égaux et ses angles droits, fig. u- 
(Voyez la prop. xx, liv. i.) 

Le rectangle, qui a les angles droits sans avoir les fig. la. 
côtés égaux. (Voyez la même prop.) 

Le parallélogramme ou rhomhe, qui a les côtés op- fig. i3. 
posés parallèles. 

Le losange, dont les côtés sont égaux sans que les fig. 14. 
angles soient droits. 

Enfin le trapèze, dont deux côtçs seulement sont fig. i5. 
parallèles. 

XVIIL On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AG. fig. 43. 

XIX. Polygone équilatéral est celui dont tous les 
•côtés sont égaux f polygone équiangle, celui dont tous 

les angles sont égaux. 

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eux 



Il GÉOMéTRIE. 

lorsqn*ils ont les cotés égaux chacun à chacun , et placés 
dans le même ordre , c'est-à-dire , lorsqu*en suivant leurs 
contours dans un même sens , le premier côté de Tun est 
égal au premier de Tautre , lé second de Tun au second 
de Tautre, le troisième au troisième, «t ainsi de suite. 
Ou entend de même ce que signifient deux polygones 
équiangles entre eux. 

Dans lun ou l'autre cas , les côtés égaux ou les angles 
égaux s'appellent côtés ou angles homologues. 

N. B. Dans les quatre premiers livres il ne sera question que 
lie fîgures planes ou tracées sur une surface plane. 



Explication des termes et des signes. 

Axiome est une proposition évidente par elle-même. 

Théorème est une vérité qui devient évidente au 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 

Problème est une question proposée qui exige une 
solution. 

Lemme est une vérité employée subsidiairement pour 
la démonstration d'un théorème ou la solution d'un pro- 
blême. 

Le nom commun àe proposition s'atlrîbue indifférem- 
ment aux théorèmes, problêmes, et lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d'une ou 
de plusieurs propositions. * 

Scholie est une remarque sur une ou plusieurs pro- 
positions précédentes, tendant à faire apercevoir leur 
liaison , leur utilité, leur restriction, ou leur extension.. 

Hypotlièse est une supposition faite soit dans l'énoncé 
d'une proposition , soit dans le coui*ant d'une démon- 
stration. 
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Le signe s= est le signe de Tégalité; ainsi Texpression 
A=:;B signifie^que A égale B. 

Pouf exprimer que A est plus petit que B , on écrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B, on écrit 
A>B. 

Le signe + se prononce plus ; il indique Taddition . 

Le signe — se prononce moins ; il indique la soustrac- 
tion : ainsi A + B représente la somme des quantités 
A et B ; A — B représente leur différence ou ce qui resle 
en ôtant B de A ; de mêm?A — B + G, ou A + C — B, 
signifie que A et C doivent être ajoutés ensemble, et 
que B doit être retranché du tout. 

Le signe x indique la multiplication ; A x B repré- 
sente le produit de A multiplié par B. Au lieu du signe x 
on emploie quelquefois un point ; ainsi A. B est la même 
chose que A X B. On indique aussi le même produit sans 
aucun signe intermédiaire par AB ; mais il ne faut em- 
ployer cette expression que lorsqu'on n'a pas en même 
temps à employer celle de la ligne AB distance des points 
AetB. 

L'expression A x (B + C — D) représente le produit 
de A par la quantité B + G — D. S'il fallait multiplier 
A + B par A — B + G , op. indiquerait le produit ainsi 
(A + B) X (A — B + C); tout ce qui est renfermé entre 
parenthèses est considéré comme une seule quantité. 

Un nombre mis au devant d'une ligne ou d'une quan- 
tité, sert de multiplicateur à cette ligne ou à celte 
quantité ; ainsi , pour exprimer que la ligne AB est prise 
trois fois, on écrit 3AB; pour désigner la moitié de 
l'angle A , on écrit ^ A.' 

Le quarré de la ligne AB se désigne par AB; sou 
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8 GÉOMÉTRIE. 

et qu'ils sont tous deux droits. Mais de ce que Tangle 
ÂCD est un angle droit , il s'ensuit que son adjacent 
ACE est aussi un angle droit ; doac l'angle ÂGE = ÂCD , 
donc AB est perpendiculaire à DE. 

ilg. 34. Corollaire 111. Tous les angles consécutifs BAC, 
CAD , DAE , EAF, formés d'un même côté de la droite 
BF, pris ensemble, valent deux angles droits; car leur 
somme est égale à celle des deux angles adjacents 
BAC, CAF. 



PROPOSITION III, 



■ THÉORÈME. 



Deux lignes droites qui ont deux points communs 
coïncident l'une aç^ec l'autre dans toute leur étendue , 
et ne forment qu'une seule et même ligne droite, 

(jg- jg. Soient les deux points communs A et B ; d'abord les 
deux lignes n'en doivent faire qu!une entre A et B, car 
sans cela il y aurait deux lignes droites de A en B, ce 

*ax. 4. qui est impossible*. Supposons ensuite que ces lignes 
étant prolongées, elles commencent à se séparer au 
point C, l'une devenant CD, l'autre CE. Menons au 
point C la ligne CF., qui fasse avec CA l'angle droit 
ACF. Puisque la ligne ACD est droite, l'angle FCD sera 

cor \. ^^ angle droit * ; puisque la ligne ACE est droite , 
l'angle FCE sera pareillement un angle droit. Mais la 
partie FCE ne peut pas être égale au tout FCD ; donc 
les lignes droites qui ont deux points A et B communs , 
ne peuvent se séparer en aucun point de leur prolonge- 
ment; donc elles ne forment qu'une seule et même 
ligne droite. 
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PROPOSITION IV. 



r 



THEOREME. 



Si deux .angles adjacents ACD , DCB , valent fig. ao. 
ensemble deux angles droits , les deux côtés exté- 
rieurs AC, CB, seronUen ligne droite. 

Car si CB n'est pas le prolongement de AC , soit CE 
ce prolongement; alors la ligne ACE étant droite, la 
somme des angles ACD , DCE , sera égale à deux droits *. * pr. a. 
Mais, par hypothèse, la somme des angles ACD, DCB, 
est aussi égale à deux droits ; donc ACD 4- DCB serait 
égal à ACD + DCE ; retranchant de part et d'autre 
l'angle ACD, il resterait la partie DCB égale au tout 
DCE , ce qui est impossible ; donc CB est le prolonge- 
ment de AC. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

Toutes les fois que deux lignes droites AB , DE , fig. »i 
se coupent, les angles opposés au sommet sont égaux. 

Car puisque la ligne DE est droite, la somme des 
angles ACD , ACE , est égale à deux droits ; et puisque 
la ligne AB est droite , la somme des angles ACE , BCE , 
est égale aussi à deux droits ; donc la somme ACD + ACE 
est égale à la somme ACE + BCE. Retranchant de part 
et d'autre le même angle ACE , il restera l'angle ACD 
égal à son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l'angle ACE est égal 
à son opposé BCD. 

Scholie, Les quatre angles formés autour d'un point 
par deux droites qui se coupent valent ensemble quatre 
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angles droits ; car les angles ACE , 6CE , pris ensemble, 
valent deux angles droits , et les deux autres ACD , BGD , 
ont la même valeur. 
%• aa. En général, si tant de droites qu'on voudra GA, 
CB, etc., se rencontrent en un point G, la somme de 
tous les angles consécutifs AGB, BGD, DGE, EGF, 
FCA, sera égale à quatre angles droits : car si on for- 
mait au point G quatre angles droits au moyen de deux 
lignes perpendiculaires entre elles , le même espace serait 
rempli, soit par les quatre angles droits, soit par les 
angles successifs AGB , BGD , etc. 

PROPOSITION VI. 

tbéorêue. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un 
■ angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à 
chacun. 

fig. a3. Soit Tangle A égal à Tangle D , le côté AB égdl à DE , 
le côté AG égal à DF; je dis que les triangles ABG, 
DEF , seront égaux. 

En eflfet, ces triangles peuvent être posés Tun sur 
l'autre de manière qu'ils coïncident parfaitement. Et 
d'abord si on place le côté DE sur son égal AB, le 
• point D tombera en A et le point E en B : mais puisque 
l'angle D est égal à l'angle A , dès que le côté DjE sera 
placé sur AB , le côté DF prendra la direction AG. De 
plus DF est égal à AG ; donc le point F tombera en G , 
et le troisième côté EF couvrira exactement-le troisième 
5. côté BG ; donc le triangle DEF est égal au triangle ABG * . 

Corollaire» De ce que trois choses sent égales dans 

deux triangles , savoir , l'angle A=D , le côté AB=DE , 

.et le côté AG = DF, on peut conclure -que les trois 
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autres le sont, savoir, l'angle B = £, Fangte G=:F, et 
lecôléBC = EF. 

PROPOSITION VII. 

THEOREME. 

Deiix triangles sont égaux, lorsquils ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à 
chacun. 

Soit le côté 6C égal au côté £F , l'angle B égal à 6g. a3. 
l'angle £ , et l'angle G égal à l'angle F ; je dis que le 
triangle DEF sera égal au triangle ABC. 

Car, pour opérer la superposition, soit placé EF 
sur son égal BC , le point £ tombera en B , et le point 
F en G. Puisque l'angle £ est égal à l'angle B , le côté 
£D prendra la direction BA ; ainsi le point D se trouvera 
sur quelque point de la ligne BA. De mêine, puisque 
l'angle F est égal à l'angle G, la ligne ^H prendra la 
direction GA, et le point D se trouvera sur quelque 
point du côté G A ; donc le point D qui doit se trouver 
à la fois sur les deux lignes BA , G A , tombera sur leur 
intersection A ; donc les deux triangles ABG , D£F , 
coïncident l'un avec l'autre , et sont parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, BG=EF, B=E, G=F, on 
peut conclure que les trois autres le sont , .savoir , 
AB=DE, AC=DF, A=D. 

PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

Dans tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. 

Gar la ligne droite BG, par exempte, est le plus fig. a3 
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dtf. 3. court chemin de B en C* , donc BC est plus petit que 
BAh-AC. 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

fig. «4- Si d'un point O pris au-dedans du triangle ABC , 
on mène aux extrémités d'un coté BC les droites OB , 
OC , la somme de ces droites sera moindre que celle 
des deux autres côtés, NR , AC. 

Soit prolongé BO jusqu'à la rencontre du côté AC en 
*pr. 8. D ; la ligne droite OC est plus courte que OD h-DG * : 
ajoutant de part et d'autre BO, on aura BO-+-OC<^ 
BO -+- OD -f- DC , ou BO -f- OC < BD + DC. 

On a pareillement BD << BA -f- AD ; ajoutant de part 
et d'autre DC , on aura BD -h DC < BA -4- AC. Mais on 
vient de trouver BO -f- OC <^ BD -<- DC ; donc à plus 
forte raison , BO -f- OC < BA h- AC. 

PROPOSITION X. 



THEOREME. 



fig. 25. Si les deux côtés AB , AC , du triangle ABC sont 
égaux aux deux côtés DE , DF , du triangle DEF , 
chacun à chacun; si en même temps l'angle BAC, 
compris par les premiers , est plus grand que l'angle 
EDF , compris par les seconds; je dis que le' troisième 
côté BC du premier triangle sera plus grand que le 
troisième -EF du second. 

Faites l'angle CAG=D , prenez AG=DE , et joignez 
CG , le triangle G AC sera égal au triangle DEF , puis- 
qu'ils ont par construction un angle égal compris entre 
*pr.6. côtés égaux* ; on aura donc CG = EF. Maintenant il 
peut y avoir trois cas , selon que le point G tombe hors 
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du triangle ABC , ou sur le côté BC ; ou au-dedans du } 
même triangle. 

Premier cas. ha. ligne droite GG est plus courte que iig- :»r>. 
GI -^ IC , la ligne droite AB est plus courte que Al -¥- 
IB ; donc GC h- AB es* plus petit que GI h- AI •+- IC -«- 
IB , ou , ce qui est la même chose , GG-4-AB <^ AG + BC. 
Retranchant d*un côté AB et de l'autre son égale AG, 
il restera GG < BG : or GG = EF; donc on aura EF 
<BG. 

Second cas. Si le point G tombe sur le côté BG , il fîg. 26. 
est évident que GC ou son égale EF sera plus petit que 
BG. 

2'roisième cas* Enfin si le point G tombe au-dedans fig. 27. 
du triangle ABC , on aura , suivant le théorème pi*é- 
cédent , AG -f- GG < AB •+- BC. Retranchant d'une part 
AG, et de l'autre son égale AB , il restera GC < BC , 
ou EF < BC. 

Scholie* Réciproquement, si les deux côtés AB, AC, 
du triangle ABC sont égaux aux deux côtés DE ^ DF, 
du triangle DEF ; si , de plus , le troisième côté CB du 
premier triangle est plus grand que le troisième EF du 
second , je dis que l'angle BAC du premier triangle sera 
plus grand que l'angle EDF du second. 

Car si on nie cette proposition , il faudra que l'angle 
BAC soit égal à EDF , ou qu'il soit plus petit que EDF , 
dans le premier cas , le côté CB serait égal à EF*; dans * pr. 6. 
le second, CB serait plus petit que EF; or l'un et l'au- 
tre est contraire à la supposition ; donc l'angle BAC est 
plus grand que EDF. 

PROPOSITION XI. 

THEOREME. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun. 
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fig a3. Sciit le côlé AB = DE , AC = DF , BC = EF , je 
dis qu'on aura l'angle A = D, B=rE, C = F. 

Car si l'angle A était plus grand que. l'angle D, 
comme les côtés AB , AC , sont égaux aux côtés DE , 
DF, chacun à chacun , il s'ensuivrait , par le théorème 
précédent , que le côté BC est plus grand que £F ; 
et si Tangle A était plus petit que l'angle D, il s'ensui- 
vrait que le côté BC est plus petit que EF; or, BC est 
égal à EF ; donc l'angle A ne peut être ni plus grand 
ni plus petit que l'angle D ; donc il lui est égal. On 
prouvera de même que l'angle B = E , et que l'angle 
C=F. 

Scholie. Oh peut remarquer que les angles égaux sont 
opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux A et 
D sont opposés aux côtés ^aux BC , EF. 

PROPOSITION XII. 

THÉOBEME. 

Dans un triangle isoscele , les angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux, 

fig. a8. Soit le côté AB = AC, je dis qu'on aura l'angle 
C=B. 

Tirez la ligne AD du sommet A au point D, milieu 
de la hase BC , les. deux triangles ABD , ADC , auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD com- 
mun , AB = AO par hypothèse , et BD = DC par con- 
struction ; donc , ea vertu du théorème précédent , 
l'angle B est égal à l'angle C. 

Corollaire, Un triangle équilatéral est en même 
temps équiangle, c'est-à-dire, qu'il a ses angles égaux. 

Scholie, L'égalité des triangles ABD, ACD , prouve 
en même temps que l'angle BAD=DAC,et que l'angle 
BD A = ADC ; donc ces deux derniers sont droits ; 
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donc la ligne menée du sommet d'un triangle isoscèle au 
milieu de sa base, est perpendiculaire à cette base, et 
divise r angle du sommet en deux parties égales. 

Dans un triangle non isoscèle on prend indifférem- 
ment pour base un côté quelconque , et alors son sommet 
est celui de Tangle opposé. Dans le triangle isoscèle on 
prend particulièrement pour base le côté qui n*est point 
égal à Tun des deux autres. 



PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 

I 

Héciproquement , si deux angles sont égaux dans^ 
un triangle y les cotés opposés seront égaux y et le 
triangle sera isoscèle. 

Soit l'angle ABC=:AGB, je dis que le côté AC sera fig. ag. 
égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux , soit AB le plus 
grand des deux. Prenez BD = AC, et joignez DC. 
L'angle DBG est, par hypothèse, égal à AGB ; les deux 
côtés DB , BC , sont égaux aux deux AG , CB ; donc le 
triangle DBG * serait égal au triangle AGB. Mais la " pr. 6. 
partie ne peut pas être égale au tout ; donc il n'y a point 
d'inégalité entre les côtés AB , AG ; donc le triangle ABG 
est isoscèle. 



PROPOSITION XIV. 

THEOREME. 

De deux côtés d'un triangle , celui-là est le plus 
grand qui est opposé à un plus grand angle , et réci- 
proquement , de deux angles d'un triangle , celui-là 
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est le plus grand qui est opposé à un plus grand coté. 

fig. 3o. 1° Soit fangle C> B, je dis que le côté AB opposé 
à l'angle G est plus grand que le côté AC opposé à 
l'angle B. 

Soit fait l'angle BGD=B; dans le triangle BDG on 
*pr. i3. aura * BD = DG. Mais la ligne droite AG est plus courte 
que AD + BC , et AD + DG = AD + DB = AB; donc 
AB est plus grand que AG.' 

2» Soit le côté AB ]> AG , je dis que l'angle G opposé 
au côté AB sera plus grand que l'angle B opposé au 
côté AG. ' 

Gar si on avait G <^ B , il s'ensuivrait , par ce qui vient 

d'être démontré , AB <[ AG , ce qui est contre la suppo- 

•pr. i3. sition. Si on avait G=B, il s'ensuivrait* AB=AG, ce 

qui est encore contre la supposition ; donc il faut que 

l'angle G soit plus grand que B. 



PROPOSITION XV. 



THEOREME. 



fig 3i. D*un point f^ donné hors d'une droite DE, on 
ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à cette 
droite, 

, Gar supposons qu'on puisse en mener deux AB et AC ; 
prolongeons Tune d'elles AB d'une quantité BF =: AB , 
et joignons FG. 

Le triangle GBF est égal au triangle ABG : car 
l'angle GBF est droit ainsi que GBA, le côté GR est 
commun, et le côté BF = AB ; donc ces triangles sont 
*pr. 6. égaux *,. et il s'ensuit que l'angle BGF = 5GA. L'angle 
BGA est droit par hypolhèse ; donc l'angle BGF l'est 
aussi. Mais si les angles adjacents BGA, BGF, valent 
ensemble deux angles droits, il faut que la ligne AGF 
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soit droite^; d'où il résulte qu'entre les deux mêmes *pr.4. 
points A et F, on pourrait mener deux lignes droites 
ABF, ACF; ce qui est impossible * ; donc il est pareil- * ax. 4. 
lement impossible que deux perpendiculaires soient 
menées d'un même point sur la même ligne droite* 

Scholie, Par un même point G donné sur la ligne fig. 17. 
AB , il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à cette ligne : car si CD et CE étaient ces 
deux perpendiculaires, l'angle DGB serait droit ainsi 
que BCE , et la partie serait égale au tout. ' 



PROPOSITION XVL 

TfiEOÀEME. 

Si (Tun point A situé hors d'une droite DE on 6g. 3i. 
mène h perpendiculaire AR.sur cetteJroite , di0' 
rentes obliques AE, AG, AD, etp., différents 
points de cette même drpife : 

1° La perpendiculaire AB sera plus^ courte que 
toute oblique, 

2® Les deux oblique f AC , AE , menées départ et 
d'autre de la perpendiculaire à des distances égales 
BC , BE , seront égales, 

3° De deux obliques AC et AD, ou AE et AD , 
menées comme on voudra ^ celle qui s'écarte le plus 
de la perpendiculaire sera la plus longue. 

Prolongez la perpendiculaire AB d'une quantité 
BF=: AB , et joignez FC , FD. 

i« Le triangle BCF est égal au triangle BCA , car 
l'angle droit CBF = CBA , le côté CB est commun , et 
le côté BF=BA; donc* le troisième côté CF est^gal *pr. 6. 
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au troisième AG. Or, ABF ligne droite est plus courte 
que ACF ligne brisée ; donc AB moitié de ABF est plus 
courte que AC moitié de ACF; donc i*», la perpendi* 
culaire est plus courte que toute oblique. 

2° Si on suppose B£ =a BG, comme on a en outre AB 
commun etFangle ABE = ABG , il s'ensuit que le tri- 

* pr. 6. angle ABE est égal au triangle ABG*; donc les côtés AE, 

AC 9 sont égaux ; donc 2<* , deux obliques qui s'écartait 
également de la perpendiculaire sont égales. 

3° Dans le triangle DFA la somme des lignes AG , 

* pr. 9. CF, est plus petite* que la somme des côtés AD, DF; 

donc AC , moitié de la ligne ACF, est plus courte 
que AG moitié de ADF; donc 3°, les obliques qui 
s'écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 
longues. 

Corollaire h La pei*pendiculaire mesure la vraie dis- 
tance d'un point à une ligne, puisqu'elle est plus courte 
que toute oblique. , 

II. D'un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égales : car si cela était , il j aurait 
d'un même côté de la perpendiculaire deux obliques 
égales , ce qui est impossible^ 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

fig. Si. Si par le point C , milieu de la droite AB , on 
élève la perpendiculaire EF sur cette droite; i° cha- 
que point de la perpendiculaire sera également dis- 
tant des deux extrémités de la ligne AB; 2° tout 
point situé hors de la perpendiculaire sera inégale- 
ment distant des mêmes extrémités A et B. 

Car , i" puisqu'on suppose AC =: CB , les deur ôbli- 
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ques AD , DB , s'écartent également de la perpendicu- 
laire ; donc elles sont égales. 11 en est de même des deux 
obliques AE , EB, des deux AF, FB , etc. ; donc i», tout 
point de la pei'pendiculaire est également distant des 
extrémités A et B. 

2<> Soit I un pçint hors de la perpendiculaire; si on 
joint lA , IB , l'une de ces lignes coupera la perpendi- 
culaire en D , d'où tirant Ï)B , on aura DB =:DA. Mais 
la ligne droite IB est plus petite que la ligne brisée 
ID + DB , et ID + DB=lD-»-DA=lA ; donc IB < lA ; 
donc i^y tout point hors de la perpendiculaire est inéga- 
lement distant des deux extrémités A et B. 



PROPOSITION XVIII. 



treobêhe. 



Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils 
ont l'hypoténuse égale et un côté égal. 

Soit l'hypoténuse AC = DF, et le côté AB=DE, je fig. 33. 
dis que le triangle rectangle ABC sera égal au triangle 
rectangle DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BC était 
égal au troisiènie £F : supposons , s'il est possible , 
que ces côtés ne soient pas égaux , et que BC soit le 
plus grand. Prenez BG = EF , et joignez AG. Le 
triangle ABG est égal au triangle DEF; car l'angle 
droit B est, égal à l'angle droit E , le côté AB=DE, et 
le côté BG :=: EF; donc ces deux triangles sont égaux*,.* pr. 6. 
et on a par conséquent AG = DF; mais , par hypo- 
thèse, DF = AC; donc AG=:AG. Mais l'oblique AG 
ne peut être égale à AG*, puisqu'elle est plus éloignée * pr. i6h 
de la perpendiculaire A6; donc il est impossible que 



BC diffère de EF; donc le triangle ABC est égal au 
triangle DEF. 

PROPOSITION XIX. 



f 



THEOREME. 



Dans tout triangle, la somme des trois angles est 
égale à deux angles droits. 

fig. 35. Soit ABC le triangle proposé dans lequel nous sup- 
poserons (i) que AB est le plus grand côté et BG le 
plus petit , et qu'ainsi AGB est le plus grand angle , et 
•pr. 14. BAC le plus petit*. 

Par le point A et par le point I milieu du côté opposé 
BC , menez la droite AI que vous prolongerez en G jus- 
qu'à ce que AC'= AB ; prolongez de même AB en B' 
jusqu'à ce que AB' soit double de AI. 

Si on désigne par A , B , C , les trois angles du tri- 
angle ABC et semblablement par A%B', C, les trois 
angles du triangle AB'C, je dis qu'on aura l'angle 
C = 5 -4- C , et l'angle A = A'^ B% d'où résulte A + 
B-»-C= A'-hB'-hC, c'est-à-dire que la somme des trois 
angles est la même dans les deux triangles. 

Pour le prouver, faites AK= AI et joignez C'K, 
vous aurez le triangle C'AK égal au triangle BAI. Car 
dans ces deux triangles , l'angle commun A est com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun, savoir : AC 
= AB , et AR= AI. Donc le troisième côté CK est égal 
au troisième BI; donc aussi l'angle AC'K=ABC, et 
l'angle ARC c=AIB. 

Je dis maintenant que le triangle B'C'K est égal au 

Iriangle ACI , car la somme des deux angles adjacents 

* pr. a. ARG'-f-C'KB' est égale à deux angles droits* ainsi que 

(1) Cette supposition n'exclut pas le cas où le côté moyen AC 
serait égal à Tun des extrêmes AB ou BC. 
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la somme des deux angles AIC-i^AIB ; Fetranchaot de 
part' et d*autre les angles' égaux AKC, AIB, il restera 
l'angle €'KB'=AIC. Ces angles égaux dans les deux 
triangles sont compris entre côtés égaux chacun à cha- 
cun , savoir C'R= IB = CI, et RB'= AK =i AI , puis- 
qu'on a supposé AB' = 2 AI = 2 AR. Donc les deux 
triangles B'C'R , ACI , sont égaux* ; donc le côté C'B'sa 'pr. 6. 
AC , l'angle B'C'R = ACB , et l'angle RB'C'= CAL 

Il suit de là i^ que l'angle AC'B' désigné par C est 
composé de deux angles égaux aux angles B et C du 
triangle ABC , et qu'ainsion a C'=B+C ; 2° que l'angle 
A du triangle ABC est composé de l'angle A' ou 
C^AB' qui appartient au triangle AB'C et de l'angle 
CAI égal à l'angle B' du même triangle , ce qui donne 
A = A' -H B' ; donc A -f- B -»- C = A' -*- B'-i- C. D'ail- 
leurs puisqu'on a par hypothèse AC ^ AB et par con- 
séquent C'B'^ AC, on voit que dans le triangle AC^B' 
l'angle en A, désigné par A', est moindre que B', 
et comme la somme des deux est égale à l'angle A du 
triangle proposé , il s'en suit qu'on a l'angle A' ^ 7 A. 

Si on applique la même construction au triangle 
AB'C, pour former un troisième- triangle AC"B" 
dont les angles seront désignés par A", B'^, C'', on aura 
semblablement les deux égalités CszsC-f-B', A'sss 
A"-»-B», d'où résulte A'-»-B'-f-C'=A"'-*-B"-^C". Ainsi 
la somme des trois angles est la même dans ces trois 
triangles : on aura en même tems l'angle A"< ^ A', et 
par conséquent A''^^ j A. 

Continuant indéfiniment la suite des triangles AC'B% 
AC'B'^, etc. , on parviendra à un triangle abc dans 
lequel la somme des trois angles- sera toujours la même 
que dans le triangle proposé ABC et qui aura l'angle 
a plus petit que tel terme qu'on voudra de la progres- 
sion décroissante ^ A , ~ A , | A , etc. 

On peut donc supposer cette suite de triangles pro- 
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longée jusqu'à ce que l'angle à soit moindre que tout 
angle donné. 

Et si au moyen du triangle abc on construit le trian- 
gle suivant aiWd ^ la somme des angles al-^h^ de 
celui-ci sera égale à l'angle a , et sera par conséquent 
moindre que tout angle donné ; d'où l'on voit que la 
somme des trois angles du triangle a'b^c' se réduit 
presque au seul angle &. 

Pour avoir la mesure pi^cise de cette somme , pro- 
longeons le côté a'& vers eF, et appelons x' l'angle 
extérieur b'c'd; cet angle x^, joint â l'angle d du 
triangle a^b'c', fait une somme égale à deux angles 
* pr. a. droits*; ainsi en désignant l'angle droit par D, 6h aura 
c' = aD — x'; donc Id somme des angles du triangle 
a'&b' sera 

aD ^a'-^V — x\ 

Mais on peut concevoir que le triangle a'c'b' varie 
dans ses angles et ses côtés , de manière à représenter 
les triangles successifs qui naissent ultérieurement de 
la même construction et s'approchent de plus en plus 
de la limite où les angles a' et b' seraient nuls. Dans 
cette limite la droite a'c'd! se confondant avec a'b\ les 
trois points a\ &, b\ finissent par être exactement en 
ligne droite ; alors les angles b' et x* deviennent nuls 
en même tems que a\ et la quantité 2 D-*-a'-f-ft' — j/, 
* qui mesure la somme des trois angles du triangle a^&b', 
se réduit à a D , donc dans tout triangle la somme des 
trois angles est égale à deux an^s droits. 

Corollaire I. Deux angles d'un triangle étant donnés, 
ou seulement leur somme , on connaîtra le troisième 
en retranchant la somme de ces angles de deux angles 
droits* 

IL Si deux angles d'un triangle sont égaux à deux 
angles d'un autre triangle , chacun à chacun , le troi- 
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* sième de Tun sera égal au troisième de l'autre , et les 
deux triangles seront équiangles entre «ux. 

III • Dans un triangle- il' ne peut y avoir qu'un seul 
angle droit ; car s'il y en avait deux , le troisième devrait 
être nul ; à plus forte raison un triangle ne peut-il avoir 
qu'un seul angle obtus. 

IV. Dans un triangle rectangle la somme des deux 
aBgfes aigus est égale à un angle droit. 

y. Dans un triangle équilàtéral chaque angle est le 
tiers de deux angles droits ou les deux tiers d'un angle 
droit. Donc si l'angle droit est exprimé par i , l'angle 
du triangle équilàtéral le sera par |. 

VI. Dans tout triangle ABC si on prolonge le côté AB 
vers D , l'angle extérieur GBD sera égal à la somme des 
deux intérieurs opposés A et G ; car en ajoutant de part 
et d'autre ABC , les deux sommes sont égales à deux 
angles droits. 

PROPOSITION XX. 



* 



THEOREME. 



La somme de tous tes angles intérieurs dun po- 
lygone ^st égale à autant de fois deux angles droits 
qu'il y a d^unités dans le nombre dès côtés moins 
deux. 

Soit ABCD, etc. , le polygone proposé ; si du sommet fig. 4a. 
d'un même angle A , on mène à tous les sommets des 
angles opposé», les diagonales AG , AD , A£ , etc. , il 
est aisé de^voir que le polygone sera partagé en cinq 
triangles , s'il a sept cotés ; en six triangles , s'il avait 
huit côtés ; et en général , en autant de triangles que 
le polygone a de côtés moins deux ; car ces triangles 
peuvent être considérés comme ayant pour sommet 
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commun le point A , et pour bases les différents côtés 
des polygones, excepté les' deux qui forment l'angle A* 
On voit en même temps que la somme des angles de 
tous ces triangles ne diffère point de la somme des 
angles du polygone; donc cette dernière somme est* 
égale à autant de fois deux angles droits qu'il y a de 
triangles , c'est-à-dire , qu'il y ^ d'unités dans le nombre 
des côtés du polygone moins deux. 

Corollaire I. La somme des angles d'un quadrilatère 
• est égale à deux angles droits multipliés par 4 — ^ , ce 
qui fait quatre angles droits. Donc si tous les angles d'un 
quadrilatère sont égaux, chacun d'eux sera un angle 
droit ; ce qui justifie la définition xvii où Ton a supposé 
que les quatre angles d'un quadrilatère sont droits, dans 
le cas du rectangle et du quarré. 

II. La somme des angles d'un pentagone est égafe à 
deux angles droits multipliés par 5 — 2 , ce qui fait 6 
angles droits. Donc lorsqu'un pentagone est équiangle, 
c'est-à-dire lorsque ses angles sont égaux les uns aux 
autres, chacun d'eux est égal au cinquième de six angles 
droits , ou aux | d'un angle droit. 

III. La somme des angles d'un hexagone est de 2 x 
(6 — 2) ou 8 angles droits; donc dans l'hexagone 
équiangle , chaque angle est f ou | d'angle droit. 

fig- 43* Scholîe. Si on voulait appliquer cette proposition à 
un polygone dans lequel il y aurait un ou plusieurs 
angles rentrants , il faudrait considérer chaque angle 
rentrant comme étant plus grand que deux, angles 
droits. Mais , pour éviter tout embarras , nous ne con- 
sidérerons ici et dans la suite, que les polygones à 
angles saillants , qu'on peut appeler autrement /^o^- 
gones conuexes. Tout polygone convexe est tel , qu'une 
Ugne droite , menée comnie on voudra , ne peut rencon- 
trer le contour de ce polygone qu'en deux points. 



PROPOSITION XXI. 

TKÉOREME. 

Si deux lignes droites AB , CD , sont perpendicu- fig. 3^. 
laires à une troisième FG, ces deux lignes seront 
parallèles, c'est-à-dire qu* elles ne pourront se renùon- 
tref à quelque distance qu'on les prolonge. 

Car si elles se rencontraient en un point O, il y aurait 
deux perpendiculaires OF, OG, abaissées d'un même 
point O sur une mêmeligne FG, ce qui est impossible** 'pr- 15. 

PROPOSITION XXII. 



THEOREME. 



Si deux lignes droites AB , CD, font a\^ec une fig. 3&, 
troisième EF, deux angles intérieurs BEF, DFE , 
dont la somme soit égale à deux angles droits , les 
lignes AB, CD, seront parallèles. 

Si les angles BEF, DFE , étaient égaux , ils seraient 
droits l'un et l'autre , et on tomberait dans le cas de 
la proposition précédente ; supposons donc qu'ils sont 
inégaux et par le point F, sommet du plus grand , abail- 
sons FG perpendiculaire sur AB. / 

Dans le triangle EFG , la somme des deux angles 
aigus FEG+EFG est égale à un angle droit *; cette *pJ;.'|' 
somme étant retranchée de la somme BEF+PFE égale 
par hypothèse à deux angles droits , il restera l'angle 
DFG égal à un aùgle droit. Donc les deux lignés AB, CD, 
sont perpendiculaires à une même ligne FG, donc elles 
sont parallèles'*'. *pr ai- 
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PROPOSITION XXIIL 



THÉOAEME. 



ûg. 37. Si deux lignes droites AB , CD , Jbnt aç^ec une 
ttoisième EF, deux angles intérieurs d^un même côté, 
dont la somme soit plus petite ou plus grande que 
deux angles droits , les lignes AB , CD, prolongées 
suffisamment^ dei^^ont se rencontrer. 

Soit 10 la somme BEF + EFD plus petite que deux 
angles droits , menez FG de manière que l'angle EFG 
c=AEF, vous aurez la somme BEF+EFG égale à la 
somme BEF+AEF et par conséquent égale à deux 
angles droits , et puisque B£F + EFD est plus petite 
que deux angles droits, la droite DF sera comprise daus 
l'angle EFG. 

Par le point F tirez une oblique FM qui rencontre 
AB en M , l'angle AMF sera égal à GFM , puisqu'en 
ajoutant de part et d'autre une même quantité EFM 
+FEM, les deux sommes sont égales chacune à deux 
angles droits. Prenez ensuite MN=FM et joignez FN; 
l'angle AMF, extérieur au triangle FMN , est égal à la 
cor. 6?' *o™°^c des deux intérieurs opposés MFN , MNF*; ceux- 
ci sont égaux entre eux , puisqu'ils sont opposés à d^s 
côtés- égaux MN , FM ; donc l'angle AMF ou son égal 
MFG est double de MFN ; donc la droite FN divise en 
deux parlies égales l'angle GFM et rencontre la ligne 
AB en un point N situé à la distance MN = FM. 

Il suit de la même démonstration que si on prend 
NP = FN , on déterminera sur la ligne AB le point P 
où aboutit la droite FP qui fait l'angle GFP égal à la 
moitié de l'angle GFN , ou au quart de l'angle GFM. 

On peut donc prendre ainsi successivement la moitié, 
le quart , le huitième , etc. , de l'angle GFM , et les 
lignes qui opèrent ces divisions , rencontreront la ligne 
AB en des points de plus ed plus éloignés , mais faciles 
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â déterminer, puisque MN = FM , NP= FN , PQ=s 
PF, etc. On peut même observer que- chaque distance 
d*un de ces points d'intersection au point fixe F, n*est 
pas tout à fait double de la distance du point d'intersec- 
tion précédent , car FN par exemple est moindre que 
FM+MN ou aFM; on a pareillement FP < 2FN, 
FQ < iFP, etc. 

Mais en continuant de sous-di viser Tangle GFM en * 
raison double , on parviendra ^bientôt à un angle GFZ 
plus petit que Tangle donné GFD , et il sera encore vrai 
que FZ prolongée rencontre AB en un point déter- 
miné : donc à plus forte raison la cbroite FD, comprise 
dans Tangle £FZ , rencontrera AB. 

Supposons 2® que la somme des deux angles inté- 
rieurs .AEF + GF£ est plus grande que deux angles 
droits , si l'on prolonge AE vers B et CF vers D , la 
somme des quatre angles AEF, BEF, CFE , EFD, sera 
égale à quatre angles droits ; donc si de cette somme 
on retranché AEF + CFE plus grande que deux angles 
droits , il restera la somme BEF + EFD plus petite 
que deux angles droits. Donc suivant le premier cas 
les lignes EB , FD , prolongées suffisamment , doivent 
se rencontrer. 

Corollaire. Par un point donné F on ne peut mener 
qu'une seule parallèle à la ligne donnée AB ; car ayant 
tiré FE à volonté , il n'y a qu'une ligne FG qui fasse 
la somme des deux angles BEF+EFG , égale à deux 
angles droits ; toute autre droite FD ferait la somme des 
deux angles BEF + EFD plus petite ou plus grande que 
deuic droits ; et rencontrerait par conséquent la Ugne AB. 

PROPOSITION XXIV. 

THEOREME. 

Si deux lignes parallèles AB , CD , sont rencon- fig. 38. 
trées par une sécante EF , la somme des angles 
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intérieurs AGO , GOC , sera égale à deux angles 
droits. 

Car si elle étail plus grande ou plus petite, les deux 
droites AB , CD , se rencootreraieut d*un côté ou de 
' pr. a3. Fautre * et ne seraient pas parallèles. 

Corollaire I. Si l'angle GOC est droit , l'angle AGO 
sera aussi un angle droit ; donc toute Ugni? perpen- 
diculaire à l'une des parallèles e^t perpendiculaire à 
l'autre. 

Corollaire II. Puisque la somme A GO -f- G OC est 
égale à deux angles droits, et que la somme GOD-i- 
GOC est aussi égale à deux angles droits ; si on retran- 
che de part et d'autre GOC , on aura l'angle AGO = 
*pr. 5. GOD. D'ailleurs AGO = BGE , et GOD = COF * ; 
donc les quatre angles aigus AGO, BGE , GOD , COF, 
sont égaux entre eux ; il en est de même des quatre 
angles obtus AGE, BGO, GOC, DOF. On peut ob- 
server de plus qu'en ajoutant l'un des quatre angles 
aigus à l'un des quatre obtus , la somme sera toujours 
égale à deui^ angles droits. 

Scholie* Les angles dont on vient de paler , com- 
parés deux à deux , prennent différents noms. Nous 
avons déjà appelé les angles AGO , GOC , intérieurs 
d!un même coté ; les angles BGO , GOD, ont^le même 
nom ; les angles AGO , GOD , s'appellent alternes^ 
internes, ou simplement alternes , il en est de même 
des angles BGO , GOC. Enfin on appelle internes- 
externes les angles EGB , GOD , ou EGA , GOC , et 
alternes-externes les angles EGB, COF, ou AGE, DOF. 
Cela posé on peut regarder les propositions suivantes 
comme étant déjà démontrées. 

i** Les angles intérieurs d'un même côté, pris ensem- 
ble , valent deux angles droits. 

2*^ Les angles alternes-internes sont égaux , ainsi que 
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les angles internes - externes , et les angles alternes- 
externes* 

Rédproquenient si , dans ce second cas , deux angles 
de même nom sont égaux , on peut conclure que les 
lignes auxquelles ils se rapportent sont parallèles. Soit, 
par exemple, Tangle AGO = GOD ; puisque GOC+ 
GOD, est égal à deux droits, on aura aussi AGO + 
GOG égal à deux droits, donc * les lignes AG, GO, sont *pr. aa. 
parallèles. 

PROPOSITION XXV. 



THEOBEME. 



Deux lignes AB , CD , parallèles à une troisième fig. 39. 
EF, sont parallèles entre elles. 

Menez la sécante PQR perpendiculaire à EF. Puisque* 
AB est parallèle à EF, la sécante PR sera perpendicu- 
laire à AB* ; de même puisque CD est parallèle à EF, 'p^';!' 
la sécante PR sera perpendiculaire à CD. Donc AB et 
CD sont perpendiculaires à la même droite PQ ; donc 
elles sont parallèles *. 'pr. ai. 

PROPOSITION XXVI. 



^ 



THEOBEME. 



Deux parallèles sont partout également distantes. 

Étant données les deux parallèles AB , CD , si par fig.4o. 
deux, points pris à volonté , on élève sur AB les deux 
perpendiculaires EG, FH, les droites EG, FH, seront 
en même temps perpendiculaires à CD* ; je dis de plus -pr. 34. 
que ces droites seront égales entre elles. 

Car en tirant GF, les angles GFE , FGH , considérés 
par rapport aux parallèles AB, CD, seront égaux comme ^ 
altemes^internes * ; de même puisque les droites EG, p"^;., 
FH , sont perpendiculaires à une même droite AB , 
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et par conséquent parallèles entre elles , les angles EGF, 
GFH 9 considérés par rapport aux parallèles GE , FH , 
seront égaux comme alternes-internes. Donc les deux 
triangles £FG , FGH , ont un côté commun FG adja- 
cent à deux angles égaux , chacun à chacun ; donc ces 
"pr. 7. deux triangles sont égaux*; donc le côté £G qui me- 
sure la distance des parallèles AB , CD , au point E , 
est égal au côté FH , qui mesure la distance de ces 
mêmes parallèles au point F. 

PROPOSITION XXVII. 



f 



THEOREME. 



%. 41. Si deux angles ABC , DEIF, ont les côtés parallè- 
les y chacun à chacun , et dirigés dans le même sens , 
ces deux angles seront égaux. < 

Prolongez , s*il est nécessaire , DE jusqu'à la ren- 
contre de AC en G ; Tangle DEF est égal à DGG , 
*pr. 34. parce que EF est parallèle à GC*; Tangle DGG est égal 
à BAC , parce que DG jest parallèle à AB ; donc l'an- 
gle DEF est égal à BAC. 

Schoiie* On met dans cette proposition la restriction 
que le coté EF soit dirigé dans le même sens que AG 
et ED dans le même'sens que AB ; la raison en est que 
si on prolonge FE vers H , Fangle DEH aurait ses côtés 
parallèles à ceux de l'angle BAC, mais ne lui serait pas 
égal. Dans ce cas, l'angle DEH et l'angle BAC feraient 
ensemble deux angles droits. 

PROPOSITION XXVIII. 

THEOREME. 

Les côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux, 
ainsi que les angles opposés, 

fig. 44- Tirez la diagonale BD , les deux triangles ADB, DBG, 



LIVRE I. - 6i 

ont le côté commun BD ; de plus , à cause des paral- 
lèles AD , BC , l'angle ADB = DBC * , et à cause des *pr. 34. 
parallèles AB , CD , l'angle ABD = BDC ; donc les 
deux triangl^ ADB , DBC , sont égaux *; donc le côté * pr. 7. 
AB opposé à l'angle DBG est égal au côté DC opposé à 
l'angle égal ADB , et pareillement le troisième côté AD 
est égal au troisième BG ; donc les côtés opposés d'un 
parallélogramme^ sont égaux. 

£n second lieu , de l'égalité des mêmes triangles il 
s'ensuit que l'angle A est égal à l'angle G , et aussi que 
l'angle ADG , composé des deux angles ADB , BDG , est 
égal à l'angle ABG, composé des deux angles DBG, ABD, 
donc les angles opposés d'un parallélogramme sont -- 
égaux. 

Corollaire^ Donc deux parallèles AB, GD, comprises 
entre deux autres parallèles AD , BG , sont égales. 



PROPOSITION XXIX. 



" \ 



THEOBEME. 



Si dans un quadrilatère ABCD les côtés opposés *pr.44. 
sont égaux, en sorte qu'on ait AB=CD, et AD =BC, 
les cotés égaux seront parallèles , et lajigure sera un 
parallélogramme. 

Car, en tirant la diagonale BD, les deux triangles 
ABD , BDG , auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun ; donc ils seront égaux ; donc l'angle ADB op- 
posé au côté AB, est égal à l'angle DBC opposé au côté 
CD ; donc* le côté AD est parallèle à BG, Par une sem- *pr. «4. 
blable raison , AB est parallèle à CD ; donc le quadrila- 
tère ABGD est un parallélogramme. 
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PROPOSITION XXX. 



THÉORÈME. 



fig. /|4. Si deux côtés opposés AB , CD , d'un quadrilatère 
sont égaux et parallèles ^ les deux autres cotés seront 
pareillement égaux et parallèles, et la figure ABCD 
sera un parallélogramme. . 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque ÀBest parallèle à 
*pr. a4. CD ,ies angles alternes ABD , BDC , sont égaux* : d'ail* 
leurs le côté AB = DG, le côté DB est commun, donc le 
*pr. 6. triangle ABD est égal au triangle DBG*; donc le côté 
AD ==BC , Tangle ADB ^^z DBG , et par conséquent AD 
est parallèle à BC ; donc la figure ABCD est un paral- 
lélogramme. 

PROPOSITION XXXI. 

^ THEOREME. 

fig. 45. Les deux diagonales AC , DB , d^un parallélo- 
gramme se coupent mutuellement en deux parties 
égales. ^ 

Car, en comparant le triangle ADO au triangle COB^, 

, • pr. a4. on trouve le côté AD = CB , l'angle ADO = CBO* ; et 

l'angle DAO = OCB ; donc ces deux triangles sont 

•pr. 27. égaux* ; donc AO , côté opposé à l'angle ADO , est 

égal à OC , côté opposé à l'angle OBC ; donc aussi 

DO = OB. 

Scholie. Dans le cas du losange , les côtés AB , BC , 
étant égaux , les triangles AOB , OBC , ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun , et sont par conséquent 
égaux ; d'où il suit que l'angle AOB = BOC, et qu'ainsi 
les deux diagonales d'un losange se coupent mutuellie* 
ment à angles droits. 
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LIVRE II- 



LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 



DEFiiriTioirs. 



I. jux circonférence du cercle est une ligne courbe, fig. 46- 
dont tous les points sont égaleipent distants d'un point 
intérieur qu'on appelle centre* 

Le cercle est Tespace terminé par cette ligne courbe. 

N. B. Quelquefois dans le discours on confond le cercle avec 
sa circonférence ; mais il sera toujoara facile de re'tablir l'exacti- 
tude des expressions, en se souvenant que le cercle est une 
surface qui a longueur et largeur, tandis que la circonférence 
n'est ^qu'une ligne. 

IL Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menée 
du centre à la circonférence , s'appelle rayon ou demi' 
diamètre ; toute ligne , comme AB , qui passe par le 
centre , et qui est terminée de part et d'autre à la cir- 
conférence , s'appelle </{amè//v. 

En vertu de la définition du cercle, tous les rayons 
sont légaux; tous les diamètres sont égaux aussi, et 
doubles du rayon. 

UL On appelle arc une portion .de circonférence 
telle que FHG. 

La corde ou sous-tendante de l'arc est la ligne droite 
FG qui joint ses deux extrémités. 

IV* Segment est la surface ou portion de cercle com- 
prise entre l'arc et la corde. 

N. B. A la même corde FG répondent toujours deux arcs 
FHG, F£G, et par conséquent ausâi deux segments; mais c'est 
toujours le plus petit dont on entend parler, à moins qu'on 
n'exprime le contraire. 

3 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre un 
arc D£ et les deux rayons CD, CE, menés aux extré- 
mités de cet arc. 
fig- 47- VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle, celle 
dont les extrémités sont à la circonférence , comme AB ; 

Angle inscrit, un angle tel que BAC , dont le som- 
met est à la circonférence , et qui est formé par deux 
cordes ; 

Triangle inscrit, un triangle tel que BAC , dont les 
trois angles ont leurs sommets à la circonférence ; 

Et en général^ure inscrite, celle dont tous les angles 
ont leurs sommets à la circonférence : en même temps 
on dit que le. cercle est circonscrit à cette figure. 
fig. 48. VIL On appelle sécante une ligne qui rencontre la 
circonférence en deux points : telle est AB. 

VIII. Tangente est une ligne qui n'a qu'un point de 
commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s'appelle point de contact. 

IX. Pareillement deux circonférences sont tangentes 
l'une à l'autre, lorsqu'elles n'ont qu'un point de commun. 

fig. i6o. X. Un polygone est circonscrit h un cercle, lorsque 
' * tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence ; 
dans \^ même cas on dit que le cercle est inscrit dans 
le polygone. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THEOREME. 

t 

^g- 49- Tout diamètre AB dis^ise le cercle et sa circonfé- 
rence en deux parties égales. 

Car si on applique la figure AEB sur AFB, en con- 
servant la base commune AB , il faudra que la ligne 
£0urbe AEB tombe exactement sur la ligne courbe 
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AFB, sans quoi il y aurait dans l'une ou dans l'autre 
des points inégalement éloignés du centre, ce qui est 
contre la définition du cercle. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Toute corde est plus petite que le diamètre. 

Car si aux extrémités de la corde AD on mène les H» 49- 
rayons AC , CD , on aura la ligne droite AD <^ AG + CD, 
ou AD < AB. 

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu'on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre. 

PROPOSITION III. 



THÉORÈME. 



Une ligne droite ne peut rencontrer une circonfé- 
rence en plus de deux points. 

Car si elle la rencontrait en trois, ces trois points 
seraient également distants du centre ; il y aurait donc 
trois droites égales menées d'un même point sur une 
même ligne droite , ce qui est impossible *. *^^' J^' 

PROPOSITION IV. 

' THEOREME. 

Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, 
les arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales, 
et réciproquement les cordes égales sous-tendent des 
arcs égaux. 

Le rayon AC étant égal au rayon EO, et l'arc AMD fig. 5o. 
égal à l'arc ENG , je dis que la corde AD sera égale à la 
corde EG. 
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Car le diamètre AB étant égal au diamètre £F , le 
demi-eerde AMDB pourra s'appliquer exactement sur 
le demi-cercle ENGF , et la ligne courbe AMDB colm- 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
on suppose la portion AMD égale à la portion EN G; 
donc le point D tombera sur le point G ; donc la corde 
AD est égale à la corde £G. 

Réciproquement, en supposant toujoups le rayon 
AC = EO , si la corde AD ==: EG , je dis que l 'arc AMD 
sera égal à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD , OG , les deux triangles 
ACD, EOG, auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun, savoir, AC=EO, CD=»OG, et ADc=EG; 
M, I.' donc ces triangles sont égaux '''; donc l'angle ACD = 
EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur son égal 
EGF , puisque l'angle ACD = EOG , il est clair que le 
rayon CD tombera sur le rayon OG , et le point D sur 
le point G ; donc l'arc AMD est égal à l'arc ENG. 

PROPOSITION V. 

J'BÉOREME. 



Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
un plus grand arc est sous -tendu par une plus grande 
corde y et réciproquement , si toutefois les arcs dont il 
s'agit sont moindres qu'une demi-circonférence. 

^ fig. 5o. Car soit l'arc AH plus grand que AD , et soient menées 
les cordes AD, AH, et les rayons CD, CH : les deux 
côtés AC , CH , du triangle ACH sont égaux aux deux 
côtés AC, CD, du triangle ACD : l'angle ACH est plus 
* 10, 1. grand que ACD ; donc * le troisième côté AH est plus 
grand que le troisième AD ; donc la corde qui sous-tend 
le plus grand arc est la plus grande. 
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Aéciproquem^tit , si la corde AH est supposée plus 
grande que AD , on conclura des mêmes triangles que 
Tangle AGH est plus grand que AGD , et qu^ainsi Tare 
AH est plus grand que AD. 

Scholie. Nous supposons que les arcs dont il s'agit 
sont plus petits que la demi-circonférence. S'ils étaient 
plus grands, la propriété contraire aurait lieu; l'arc 
augmentant, la corde diminuerait, et réciproquement : 
ainsi l'are AKBD étant plus grand que AKBH , la corde 
AD du premier est plus petite que la corde AH du 
second. 

PROPOSITION Vï. 



THÉOREATE. 



Le rayon CG , perpendiculaire à une corde AB , fig. 5i. 
dii^ise cette corde et Varc sous-tendu AGB, chacun 
en deux parties égales,- 

Menez les rayons CA, GB; ces rayons sont, par 
rapport à la perpendiculaire GD, deux obliques égales ; 
donc ils s'écartent également de la perpendiculaire* ; '16, u 
doncAD=DB. 

En second Heu, puisque AD=::DB, GG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de AB^ donc* tout M7, 1. 
point de celte perpendiculaire doit être également distant 
des deux extrémités A et B. Le point G est un de ces 
points ; donc la distance AG=BG. Mais si la corde AG 
est égale à la corde GB , l'arc AG sera égal à l'arc GB * j *pr. 4» 
donc le rayon GG , perpendiculai^ à la corde AB , divise 
Tare sous-tendu par cette corde en deux parties égales 
au points G. 

Scholie. Le centre G , le milieu 1> de la corde AB , 

• et le nailieu G de l'arc sous-tendu par cette corde , sont 

trois points situés sur une même ligne perpendiculaire à 

la corde. Or il suffit de deux points pour déterminer 
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la position d'une ligne droite ; donc toute ligne droite 
qui passe par deux des points mentionnés , passera né- 
cessairement par le troisième, et sera perpendiculaire à 
la corde. 

11 s'ensuit aussi que la perpendiculaire e'ia^ee sur le 
milieu d'une corde passe par le centre et par le milieu, 
de l'arc sous-tendu par cette corde. 

Car cette perpendiculaire n'est autre que celle qui 
serait abaissée du centre sur la même corde , puisqu'elles 
passent toutes deux par le milieu de la corde. 

PROPOSITION VIL 

THEOREME. 

fig. 5a. Par trois points donnes , A , B , C , non en ligne 
droite , on peut toujours faire passer une circonfé- 
rence, mais on n'en peut faire passer qu'une. 

Joignez AB , BG , et divisez ces deux droites en deux 
parties égales par les perpendiculaires DE , FG ; je dis 
d'abord que ces perpendiculaii*es se rencontreront en un 
point O. 

Car les lignes DE, FG, se couperont nécessairement 
si elles ne sont pas parallèles. Or supposons qu'elles 
fussent parallèles ; la ligne AB , perpendiculaire à DE , 
*a4, 1. serait perpendiculaire à FG * , et l'angle K serait droit ; 
mais BK , prolongement de BD , est différente de BF , 
puisque les trois points A , B , G , ne sont pas en b'gne 
droite ; donc il y aurait deux perpendiculaires BF, BK, 
abaissées d'un même point sm* la même ligne , ce qui est 

* i5, 1. impossible * ; donc les perpendiculaires DE, FG, se 

couperont toujours en un point O. 

Maintenant le point O , comme appartenant à la per- 
pendiculaire DE , est à égale distance des deux points 

* i7> I- A et B ''^ ; le même point O, comme appartenant à la 
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perpendiculaire FG, est à égale distance des deux points 
B , G ; donc les trois distances OA , OB, OG , sont égales ; 
donc la circonférence décrite du centre O et du rayon 
OB passera par les trois points donnés A- ,. B , G. 

II est prouvé par-là qu'on peut toujours faire passer 
une circonférence par trois points donnés , non en ligne 
droite ; je dis de plus qu'on n'en peut faire passer qu'une. 

Gar s'il y avait une seconde circonférence qui passât 
par les trois points donnés A , B , G , son centre ne pour- 
rait être hors de la ligne DE''*, puisqu'alors il serait *i7, i- 
inégalement éloigné de A et de B ; il ne pourrait être non 
plus hors de la ligne FG par une raison semblable ; 
donc il serait à la fojs sur les deux lignes DE , FG. Or 
deux lignes droites ne' peuvent se couper en plus d'un 
point; donc il n'y a qu'une circonférence qui puisse 
passer par trois points donnés. 

Corollaire. Deux circonférences ne peuvent se ren- 
contrer en plus de deux points ; car si elles avaient trois 
points communs , elles auraient le même centre , et ne 
feraient qu'une seule et même circonférence. 

PROPOSITION VIII. 

THEOBEME. 

Deux cordes égales sont également éloignées du 
centre; et de deux cordes inégales ^ la plus petite est 
la plus éloignée du centre. 

I» Soit la corde AB =DE : divisez ces cordes en deux fig. 53. 
également par les perpendiculaires GF, GG, et tirez- 
les rayons GA, GD. 

Les triangles rectangles GAF , DGG, ont les hypoté- 
nuses GA , GD 9 égales ; de plus le côté AF moitié de AB y 



4o GÉOMéTEIE. 

est égal au côté DG, moitié de DE ; donc ces triangles 
^sont égaux * , et le troisième côté GF est égal au troi- 
sième GG ; donc f i ** les deux cordes égales AB , DE , sont 
également éloignées du centre. 

2<' Soit la corde AH plus grande que DE, Tare AKH 

'pr. 5. sera plus grand que Tare DME * : sur l'arc AKH pre- 
nez la partie ANBs£:DM£ , tires la corde AB , et abaissez 
GF , perpendiculaire sur cette corde , et GI , perpendi- 
culaire sur AH ; il est clair que GF est plus grand que 

* 16, 1. GO 9 et GO plus grand que Gl * ; donc à plus forte raison 
GF > GI. Mais GF =: GG , puisque les cordes AB , DE , 
sont égales ; donc on a GG ^ GI ; donc de deux cordes 
inégales la plus petite est la plus éloignée du centre. 



PROPOSITION IX. 
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fig- 54. La perpendiculaire BD , menée à l'extrémité du 
rayon CA , est une tangente à la circonférence. 

Gar toute oblique GE est plus longue que la perpen- 
* 16, X. diculaire GA * ; donc le point £ est hors du cercle ; donc 
la ligne BD n'a que le point A commun avec la circonfé- 
"déf. 8. rence; donc BD est une tangente *. 

Scholie, On ne peut mener pa,r un point donné A 
qu'une seule tangente AD à la circonférence; car si on 
en pouvait mener une autre , celle-ci ne serait plus per- 
pendiculaire au rayon CA; donc, par rapport à cette 
nouvelle tangente, le rayon G A serait une oblique, et 
la perpendiculaire, abaissée du centre sur cette tan* 
gente, serait plus courtequeGA; donc cette prétendue 
tangente entrerait dans le cercle , et serait une sécante. 
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PROPOSITION X. 



THEOREME. 

Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la air-' fig. 55. 
conférence des arcs égaux MN , PQ. 

Il peut arriyer trois cas. 

I® Si les deux parallèles sont sécantes , menez le rayon 
CH perpendiculaire à la corde MP , il sera en même 
temps perpendiculaire à sa parallèle NQ * ; donc le point * *4» \ 
H sera à la fois le milieu de Tare MHP et celui de l'arc 
NHQ ♦ ; on aura donc l'arc MH=HP, et l'arc NH= HQ : * 6. 
de là résulte MH — NH = HP — HQ, c'est-à-dire 
MN = PQ. 

a« Si des deux parallèles AB , DE, Tune est sécante , fig. 56. 
l'autre tangente ; au point de contact H menez le rayon 
CH ; ce rayon sera perpendicukire à la tangente DE * , * 9 
et aussi à sa parallèle MP. Mais puisque CH est perpen- 
diculaire à la corde MP , le point H est le milieu de l'aie 
MHP ; donc les arcs MH , HP , ccunpris entre les paral- 
lèles AB, DE , sont égaux. 

3o Enfin si les deux parallèles DE, IL, sont tan- 
gentes , l'une en H , l'autre en K , menez la sécante paral- 
lèle AB, vous aurez, par ce qui vient d'être démontré 
MH=HP et MK.=:KP ; donc l'arc entier HMK=HPK 
et de plus on voit que chacun de ces arcs est une demi- 
circonférence. 

PROPOSITION XI. 

THEOREME. 

Si deux circonférences se coupent en*deux points, 
la ligne qui passe par leurs centres sera perpendicu- 
laire à la cordé qui joint les points d'intersection, et 
la divisera en deux parties égales. 
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ei^. ^^^ ^^ ligne ÂB » qui joint les points d'intersection , 
est une corde commune aux deux cercles. Or , si sur le 
milieu de cette corde on élève une perpendiculaire, 
*6. elle doit passer par chacun des deux centres G et D *• 
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite ; donc la ligne droite , qui passe par 
les centres , sera perpendiculaire sur le milieu de la corde 
commune. 

PROPOSlTIOJNf XII. 

THEOREME. 

Si la distance des deux centres est plus courte que 
la somme des rayons, et si en même temps le plus 
grand rayon est moindre que la somme du plus petit 
et de la distance des centres, les deux cercles se cou- 
peront. 

^et^. ^^^ pour qu'il y ait lieu à intersection, il faut que 
le triangle CAD soit possible : il faut donc non seule- 
<ig. 57. ment que CD soit ^ AG + AD, mais aussi que le plus 
fig. 58. grand rayon AD soit ^ AG + GD. Or , toutes les fois 
que le triangle CAD pourra être construit , il est clair 
que les circonférences décrites des centres G et D , se 
couperont en A et B. 

PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 

Si la distance CD des centres de deux cercles est 
égale à la somme de leurs rayons CA , AD , ces deux 
cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu'ils auront le point A commun ; mais ils 
n'auront que ce point; car, pour qu'ib eussent deux 
points communs , il faudrait que la distance des centres 
* 12. fut plus petite que la somme des rayons *. 
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PROPOSITION XÏV. 

THÉORÈME. 

Si Ick distance CD des centres de deux cercles est 
égale à la différence de leurs rayons CA , AD , ces 
deux cercles se toucheront intérieurement. 

D'abord il est clair qu'ils otit le point A commun : 
ib n'en peuvent avoir d'autre ; car pour cela il faudrait 
que le plus grand rayon AD fut plus petit que la somme 
faite du rayon AG et de la distance des centres CD '*', *ia- 
ce qui n'a pas lieu. 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent, soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres et le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Scholie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur la' |^' ^ 
droite CD , et qui passent par le point A , sont tangents 
les uns aux autres ; ils n'ont entre eux que le seul point A 
de commun. Et si par le point A on mène AE perpen- 
diculaire à CD , la droite AE sera une tangente commune , 
à tous ces cercles* 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, fig. 61. 
les angles égaux ACB , DCE , dont le sommet est 
au centre, interceptent sur la circonférence des arcs 
égaux AB , DE. 

Réciproquement y si les arcs AB , DE , sont égaux, 
les angles ACB , DCE , seront aussi égaux. 

Car, I» si Fangle AGE est égal à l'angle DGE, ces 
deux angles pourront se placer l'un sur l'autre; et 
comme leurs côtés sont égaux , il est clair que le point 
A tombera en D , et le point B en E. Mais alors l'arc 
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AB doit aussi tomber sur l'arc DE; car si les deux arcs 
n'étaient pas confondus en un seul , il y aurait dans l'un 
ou dans l'autre des points inégalement éloignés du centre , 
ce qui est impossible ; donc l'arc AB = DE. 

2^ Si on suppose AB =rz DE , je dis que l'angle ACB 
sera égal à DGE ; car si ces angles ne sont pas égaux , 
soit ACB le plus grand, et soit pris AGI?i=DGE; on 
aura , par ce qui vient d'être démontré , A1=DE : mais , 
par hypothèse , l'arc AB =DE ; donc on aurait AIrss AB , 
ou la partie égale au tout , ce qui est impossible ; donc 
l'angle AGB=DCE. 

PROPOSITION XVI. 

THEOREME. 

fig. 6a: ' Dans te même cercle ou dans, des cercles égaux, 

'si deux angles au centre ACB , DCE , sont entre eux 

comme deux nombres entiers, les arcs interceptés 

AB , DE , seront entre eux comme les mêmes nombres, 

et on aura cette proportion : 

Angle AGB : angle DGE :: arc AB : arc DE. 

Supposons , par exemple , que les angles AGB , DGE , 
soient entre eux comme 7 est à 4 ; ou , ce qui revient au 
même , supposons que l'angle M , qui servira de com- 
mune mesure , soit contenu sept fois dans l'angle AGB , 
et quatre dans l'angle DGE. Les angles partiels ACm, 
mCn, nCp, etc., DCx, xCy, etc., étant égaux entre 
eux, les arcs partiels Am, mn, np, etc. , Dx, xy, etc. , 
* i5. seront aussi égaux entre eux * ; donc l'arc entier AB sera 
à l'arc entier DE comme 9 est à 4* Or il est évident que 
le même raisonnement aurait toujours Keu , quand à la 
plaëe de 7 et 4 on aurait d'autres nombres quelconques; 
doflc, si le rapport des angles AGB, DGE, peut être 
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exprimé en nombres entiers , les arcs ÂB , DE , seront 
entre eux comme les angles AGB, DCE. 

Scholie* Réciproquement, si les arcs AB , DE , étaient 
entre eux comme deux nombres entiers , les angles AGB , 
DCE , seraient entre eux comme les mêmes nombres , et 
on aurait toujours AGB: DCE :: AB: DE; car les arcs 
partiels km, mn, etc., Dx, xy , etc., étant égaux, les 
angles partiels kCm,mQn, etc., DGjc, xCy, etc. , sont 
aussi égaux. 

PROPOSITION XVIf. 



THEOREME. 



Quel que soit le rapport des deux angles AGB , fig. 63. 
AGD, Cé5 deux angles seront toujours entre eux 
comme les arcs AB , AD , interceptés entre leurs côtés 
et décrits de leurs sommets comme centres ai^ec des 
rayons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus gi^and : 
si la proposition énoncée n'a pas lieu , l'angle AGB sera 
à Tangle ACD comme Tare AB est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand', . 
et représentons-le par AO , nous aurons ainsi : 

Angle AGB : angle AGD :: arc AB : arc AO. 

Imaginons maintenant que l'arc AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO, il 
y aura au moins un point de division entre D et O : soit I 
ce point, et joignons GI; les arcs AB, AI^ seront entre 
eux comme deux nombres entiers, et on aura, en vertu 
du théorème précédent : 

Angle AGB : angle AGI :: arc AB : arc AI. 

Rapprochant ces deux proportions l'une de l'autre, 
et observant que les antécédents sont les mêmes, on 
en conclura que les conséquents sont proportionnels, 
et qu'ainsi 
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pour mesure la moitié de ED ; donc BAC -f CAD ou 
BAD aura pour mesure la moitié de BE + ED ou la 
moitié de BD. 

fig. 65. Supposons en second lieu que le centre G soit situé 
hors de Fangle BAD, alors menant le diamètre A£, 
Tangle BAE aura pour mesure la moitié de BE, l'angle 
DAE la moitié de DE ; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de B£ moins la moitié de ED , 
ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de 
Tare compris entre ses côtés. 

fig. 66. Corollaire 1. Tous les angles BAC, BDG, ^c. , 
inscrits dans lie même segment sont égaux ; car ib ont 
pour mesure la ^moitié du même arc BOG. 

fig. 67. II. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cercle est un 
angle droit ; car il a pour mesure la moitié de la demî- 
circonférénce BOD , ou le quart de la circonférence. 

Pour démontrer la même chose d'une autre manière, 
tirez le rayon AG; le triangle BAG est isoscèle, ainâ 
l'angle BAG = ABG ; le triangle G AD est pareillement 
isoscèle ; donc Tangle GAD = ADG ; donc BAG + GAD 
ou BAD=: ABD + ADB. Mais si les deux angles B et D 
du triangle ABD valent ensemble le troisième BAD , les 
trois angles du triangle vaudront deux fois Tangle BAD ; 
ils valent d'ailleurs deux angles droits ; donc l'angle BAD 
est un angle droit. 

fig. 66. III. Tout angle BAG inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle , est un angle aigu ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc BOG moindre qu'une 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOG, inscrit dans un segment plus 
petit que le demi-cercle , est un angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc QAC plus grande qu'une 
demi- circonférence. 
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IV. Les angles opposés A et C d'un quadrilatère fig. ce. 
inscrit ABCD, valent ensemble deux angles droits, car 
Tangle BAD a pour mesuYe la moitié de l'arc BCD, l'an- 
gle BGD a pour ifiesure la moitié de l'arc BAD; donc 
les deux angles BAD, BCD, pris ensemble, ont pour 
mesure la moitié de la circonférence ; donc leur somme 
équivaut à deux angles droits. 

PROPOSITION XIX. 

THEOREME. 

L'angle ^KC^ formé par une tangente et une corde, fig. 69. 
a pour mesure la moitié de Parc AMDC compris entre 
ses cotés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD ; l'an- 
gle BAD est droit*, il a pour mesure la moitié de la *9. 
demi- circonférence AMD , l'angle DAC a pour mesure 
la moitié de DC; donc BAD + DAC ou BAC a pour 
mesure la moitié de AMD , plus la moitié de DC ^ ou la 
moitié de l'arc entier AMDC. 

On démontrerait de même que l'angle CAE a pour 
mesure la moitié de Tare AC compris entre' ses côtés. 



Problèmes relatifs, aux deux premiers lii^res, 

PROBLEME PREMIER. 

Diffiser la droite donnée AB en deux parties fig. 70. 
égales. 

Des points A et B , comme centres, avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB , décrivez deux arcs qui 
se coupent en D ; le point'D sera également éloigné des 
points A et B : marquez de même au-dessus ou au-des- 

4. 
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SOUS de. la ligne AB i|n second point E également éloi- 
gné des points A et B, p^r les deux points D| £, tares 
la ligne DE ; je dis que D{) qoup^« la ligne AB en 
deux parties égalas au point C« 

Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B , ils doivent se trouver 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu'une seule ligne droite ; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-mêmç qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point C. 

paOBLElf^ II. 

fig. 71. Par un point A, donné sur la ligne BC , élei^er une 
perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et G à égale distance de A, ensuite 
des points B et G , comme centres , et d'un rayon plus 
grand que BA , décrivez deux arcs qui se coupent en D ; 
tirez AD qui sera la perpendiculaire demandée^ 

Gar le point D, étant également éloigné de B et de G , 
appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de 
BC ; donc AD est cette perpendiculaire. 

Scholie. La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un point donné A sur une Ugne donnée 
BG. 

FEOBLâME III. 

fig- 7*' D'un point A , donné hors dç la droite BD , abais- 
ser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A , comme centre , et d'un rayon suffisam- 
ment grand , décrivez un arc qui coupe la ligne BD 
aux deux points B et D ; marquez ensuite un point E 
également distant des points B et D, et tîi;ez AE qui 
sera la perpendiculaire demandée. 

Cait les deux points A et E sont chacun égalemdàt 
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dislanis des points B et D ; donc k li^e A% est per[yen- 
dîeidaire sur le mitiea <]e BD« 

jtu point Â éfe /a 2^^ K^^ faire un angle égal a fig. 73. 
V angle donné K. 

Du sommet K , comme cetitre , et d*un rayon à yo^ 
lonté , décrivez Tare IL terminé aux deux cotés de l'an- 
gle ; du point A , comme centre , et d'un rayon AB . 
égal à Kl , décrivez l'arc indéfini BO ; prenez ensuite 
tin rayon égal à la corde LI ; du point B, comme cen- 
tre , et de ce rayon , décrivez un arc qui coupe eh ï) 
l'arc îndéfiui BO ; tirez AD , et l'angle DAB sera égal 
à l'angle donné K. 

Car les deux arcs BD, LI , ont des rayons égaux et 
des cordes égales ; don^ ils sont égaux* ; donc l'angle *4, a. 
BAD = IKL, 

PBOBLEME y. 

* 

Diviser un angle ou un arc dùnné en deux parties fig. 74. 
égales. 

If S'il faut diviser Tare AB en deux parties égales, 
des points A et B , comme centres , et avec un même 
rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en D ; par le 
point D et par le centre C tirez CD qui coupera l'arc 
AB en deux parties égales au poist £. 

Car les deux points et D sont ohaêms égkilera<mt 
distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc la ' 
ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde ; donc elle divise l'arc AB en deux parties égales 
au point E '". * 6; a. 

, 2» S'il faut diviser en deux parties égales l'angle ACB, 
on eommencera par décrire du sommet C , comme 
centre , l'arc AB , et le reste comme il vient d^être dit. 
H est clair que la ligne CD divisera en deux parties 
égales l'angle ACB. 
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Scholie. On peut , par la même oonstnietion , diviser 
chacune des moitiés A£, ED, en deux parties égales; 
ainsi , par des sous-divisions successives , on divisera un 
angle ou un arc donné en quatre parties égales, en huit , 
en seize, etc. 

PROBLEME VI. 

fig- 75. Par un point donné Â ,' mener une parallèle à la 
ligne donnée BC. 

Du point A , comme centre , et d'un rayon suffisam- 
ment grand , décrivez IVrc indéfini EO ; du point E , 
comme centre , et du même rayon , décrivez Tare AF, 
prenez ED = AF, et tirez AD qui sera la parallèle de- 
mandée. ' ^ 

Car en joignant AE , on voit que les angles alternes 
AEF, EAD, sont égaux; donc les lignes AD, EF, sont 
* 94, 1. parallèles*. 



PROBLEME VII. 



fig. 76. Deux angles A et B d'un triangle étant donnés y 
trouver le troisième. 

Tirez la ligne indéfinie DEF, faites au point E Tan- 
gle DEC= A , et Fangle CEH=B : Tangle restant HEF 
sera le troisième angle requis ; car ces trois angles pris 
ensemble valent deux angles droits. 



PROBLEME TIII. 



iSg. 77. Étant donnés deux côtés B e^ G d'uH triangle et 
l'angle A qu'ils comprennent, décrire le triangle. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D 
Tangle EDF égal à l'angle donné A; prenez ensuite 
DG;=: B , DH = Ç , et tirez GH ; DGH sera le triangle 
demandé. 



LIVRE II. 53 

PROBLEME IX. 

Étant donnés un côté et deux angles d'un triangle ^ 
décrire le triangle. 

Les deux angles donnés seront ou tous deux adjacents 
au côté donné , ou l*uh adjacent , Tautre opposé : dans 
ce dernier cas , cherchez le troisième*, vous aurez ainsi *pr. 7. 
les deux angles adjacents. Gela posé , tirez la droite DE 
égale au côté donné , faites au point D l'angle £DF flg- 78- 
égal à Tuu des angles adjacents^ et au point E Tangle 
DEG égal à Tautre ; les deux lignes DF, EG, se coupe- 
ront en H , et DEH sera le triangle requis. 

PROBLEUE X. 

Les trois côtés A , B ^ G , d'un triangle étant dor^ fig. 79. 
nés, décrire le triangle. 

Tirez DE égal au côté A ; du point E , comme centre, 
et d'un rayon égal au seeond côté B , décrivez wà arc ; 
du point D , comme centre , et d'un rayon égal au troi- 
sième côté G , décrivez un autre arc qui coupera le 
premier en F ; tirez DF, EF, et DEF sera le triangle 
requis. 

Scholie. Si l'un des côtés était plus grand que la 
somme des deux autres , les arcs ne se couperaient pas; ' 
mais la solution sera toujours possible , si la somme de 
deux côtés , pris comme on voudra , est plus grande; 
que le tFoisièmc 

PROBLEME XI. 

Étant donfiés deux côtés A e^ B d'un triangle, an^ec 
V angle G opposé au côté B , décrire le triangle. 

Il y a deux cas : *• si l'angle G est droit ou obtus, %. 80. 
faites l'angle EDF égal à l'angle G ; prenez D£ = Â, du 
point E , comme centre ^ et d'un rayon égal au côté 
donné B , décrivez un arc qui coupe en F la ligne DF^ 
tirez ËF, et DEF sera le triangle demandé. 
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Il faut , dans ce pr^mi^r cat , que le côté B soit plus 
grand que A , car l'angle G , étant droit ou obtus , est le 
' plus grand des angles du triangle ; donc le côté opposé 
doit être le plus g[rand. 
fig. Si. 11^ Si l'angle G est aigu , et que B soit plus grand que 
A , la même construction a toujours lieu ^ et D£F est le 
. triangle requis, 
fig. 8a. Mais si , l'angle G étant aigu , le côté B est moindre 
que A , alors Tare décrit du centre E avec 1« rayon 
EF = B , coupera le côté DF en deux points F et G, 
situés du même côté de D ; donc il y aura deux trian- 
gles DEF, DEG, qui satisferont également au problême. 
Scholie, Lé problème serait impossible dans tous lés 
Q<KS « si le côté B était plus petit que la perpendiculaire 
abaissée de E sur la ligne DF. 
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/ig. 83. Les côtés, açtjacents Aet B d'ua parallélagraaime 
étant dowiés at^ec l'a^U G f^^iU conyr^mimt^ dé- 
crire le parallélogramme. 

Tirez fa ligne DÉ s=s A , faîtes au point D Fàngle 
PDE =C , prenez DF=B ; décrivez deux arcs , l'un du 
point F'Com me centre , et cFu» rayon FG = DE , l'autre 
du poHit E comme centre , et d'un fayon EG=DF : 
au point G , où ces deux arcs se coupent , tirez FG, EG; 
et DEGF sera le parallélogramme demandé. 

Gai: > par eopstruction , les côtés opposés sont égaux ; 
* 3o, I. donc la figiiTû décrite est un paraUélogiramme *^ et ea 
paraUélograi^UQq est formé avQc les côté» d^onés} et l'an- 
gle donné. 

Corollaire* Si l'angle donné ^est droit ,. la figure sera 
un rectangle ; si , de plus > les oôtéft softt égau;( , ce sera 
un quarré. 
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Trouver le centre if un cercle ou d'un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dans l'arc eg. 84. 
trois points A , B , G ; joignez ou imaginez qu'on joigne 
AB et BC, divisez ces deut lignes eu deux parties 
égâfès par \eé pé^etfdiôulàir'es DE , f G ; le poibt O , 
où cres perpendiculaires se rentôutl* eût , sera le centre 
dietché. 

Schdtiè, Là' tnéiné côiAstrùctioh sert à faire passer une 
ciréonfei'ence par tes trois points donnés A , B , G , et 
aussi à décrire une circonférence dans laquelle le trîan- 
gte donné A6G soit inscrit. 

PROBLÊlTE xiy. 

Par un point donné mener une tangente à un cercle 
donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence ^ tirez le fig. 85. 
* rayon GA ^ et menés AD perpendiculaire à GA ; AD 
sera la tangente demandée "**. * 9« a> 

Si le peiiifc A- e%\ hors du cèrele , foign^ le point A fig. 86. 
et le centre pair la ligue drèHe GA \ divisez* GA en deux 
éf^aleknént au point O ; du point O ^ eorame eedlré, et 
dà rayon' OG 4 décrivto une eircàtoférenoe qni coupera 
la .oÎFcoiifêreitoe donfiée an point B;* ttrez^ AB y ^ AB 
sera la tangente demandée. 

Gar en menant GB, l'angle GBA, inscrit dans le 
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per-*i8, s. 
pendiculâire à l'extrémité du rayon GB , donc elle est 
tangente. 

. Stholie* ité point A étaht' hors du cercle , on voit 
qu'il Y a toujours deux tangentes égales AB, AD, qui 
passent par )e<pioint A : riles sbnt égaler , 6ar les trian- 
gles^ rectangles €BA, GDA, ont l'hypoténuse GA 
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* 18, 1. commuDe , et le côté GB=CD; donc ils sont égaux'*'; 
donc AD= AB , et en même temps Tangle CAD=GAB. 

PROBLEME XV. 

fîg. 87. Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par les 
lignes AO et BO qui se rencontreront en O ; du point 
O abaissez les perpendiculaires OD , 0£ , OF, sur les 
trois côtés du triangle ; je dis que ces perpendiculaires 
seront égaies entre elles ; car , par construction, Tangle 
DAO = OAF, l'angle droit AnO = AFO; donc le 
troisième, angle AOD est égal au troisième AOF, 
D'ailleurs le côté ÀO est commun aux deux triangles 
AOD , AOF , et les angles adjacents au côlé égal sont 
égaux ; donc ces deux triangles sont égaux ; donc 
DO = OF. On prouvera de même que les deux trian- 
gles BOD » BOE , sont égaux ; donc OD=OE , donc 
les trois perpendiculaires OD , OE y OF, sont égales 
entre eUe». 

Maintenant si du point O , comme centre , et du 
rayon OD , on décrit une circonférence , il est clair que 
cette circonférence sera inscrite dans le triangle ABC ; 
car le côté AB , perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
OD,est une tangente : il en est de même des côtés BC, AG. 

Scholie. Les trois lignes qui divisent en deux égale- 
ment les trois angles d'un triangle , concourent en^n 
même point. 

PROBLEME XVI. 

fig. 83 Sur une droite donnée AB, décrire un segment ca- 
pable de l'angle donné C, c'est-à-dire , un segment 
tel que tous les angles qui y sont inscrits soient égaux 
à l'angle donné C. 

Prolongez AB vers D , faites au point B Tangle 
DBE = G , tirez BO perpendiculaire à BE , et GO per- 
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pendiculaire sur le milieu dé ÂB ; du point de ren- 
contre O , comme centre , et du rayon OB , décrivez un 
cercle , le segment demandé sera AMB. 

Car puisque BF est perpendiculaire à l'extrémité du 
rayon OB, BF est une tangente, et l'angle ABF a pour 
mesure la moitié de l'arc ARB *; d'ailleurs Tangle AMB,* * 19, 
coniime angle inscrit , a aussi pour mesure la moitié de 
Vàtt AKB , donc l'angle AMB = ABF = EBD = G ; 
donc tous les angles inscrits dans le segment AMB sont 
égaux à l'angle donné G. 

Scholie. Si l'angle donné était droit , le segment cher- 
ché serait le demi-cerde décrit sur le diamètre AB. 



PaOBLElCE XVII. 



Trouî^er le rapport numérique de deux lignes ^g. 90- 
droites données AB, CD, si toutefois ces deux lignes 
ont entre elles une mesure commune 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB au- 
tant de fois qu'elle peut y être contenue \ par exemple , 
deux fois , avec le reste BE« 

Portez le reste B£ sur la ligne CD , autant de fois 
qu'il peut y être contenu , une fois , par exemple , avec 
le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier B£, autant 
de fois qu'il peut y être contenu , une fois , par exem- 
ple , avec le reste BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF, autant 
de fois qu'il peut y être contenu. 

Continuez ainsi jusqu'à ce que vous ayez un reste qui 
soit contenu un nombre de fois juste dans le précédent. 

Alofs ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes proposées , et , en le regardant comme l'unité , 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents 
et enfin celles des deux lignes proposées , d'oil l'on 
conclura leur rapport en nombres. 
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LES PROPORTIONS DES FIGURES- 



DEFINITIONS. 



I. J APPELLERAI Jigurcs équwalentes celles dont les 
surfaces sont égales. 

Deux figures peuvent être équivalentes , quoique 
très-dissemblables : par exemple , un cercle peut être 
équivalent à un quarré , un triangle à un rectangle , etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui, étant appliquées Tune sur l'autre, coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont les 
rayons sont égaux , deux triangles dont les trois côtés 
sont égaux chacun à chacun , etc. 

II, Deux figures sont semblables , lorsqu'elles ont les 
angles égaux chacun à chacun et les côtés homologues 
proportionnels. Par côtés homologues on entend ceux 
qui ont la même position daiîs les deux figures, ou qui 
sont adjacents à des angles égaux. Ces angles eux-mêmes 
s'appellent angles Jiomologues, 

Deux figures égales sont toujours semblables ; mais 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 

III. Dans deux cercles différents, on appelle arcs sem- 
blables, secteurs semblables, segments semblables, ceux 
qui répondent à des angles au centre égaux. 

fig. 9a. Ainsi Tangle A étant égal à Tangle O , Tare BG est 

semblableàrarcD£,lesecteurABGausecteurOD£,etc. 

. IV. La hauteur d'un parallélogramme est la perpen- 
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• 

dîculaire EF qui mesure la distance des deux côtés ûg. 93. 
opposés AB , CD , prfs pour bases. 

y. La hauteur d*un triangle est la perpendiculaire 
AD abaissée du sommet d*un angle A sur le côté opposé ûg. 94. 
BC pris pour base. 

VI. JjSl hauteur du trapèze est la perpendiculaire EF fig. 95- 
menée entre ses deux côtés parallèles AB , CD. 

VIL L'aire ou la surface d*upe figure sont des ter- 
mes à-peu-près synonymes. L'aire désigne plus parti- 
culiorement la quantité superficielle de la figure en tant 
qu'elle est mesurée ou comparée à d^autres surfaces. 



N. B. Pour l'intelligence de, ce livre et des suivants , il fâat 
avoir présente la the'ôrie des proportions , pour laquelle nous 
renvoyons aux traités ordinaires d'arithmétique et d'algèbre. 
Nous ferons seulement une observation , qui est très-importante 
pour fixer le vrai sens des propositions , et dissiper toute obscu- 
rité , soit dans l'énoncé, soit dans les démonstrations. 

Si on a la proportion A : B : : C : D , on sait ^ue le produit des 
extrêmes AxD est égal au produit des moyens BxC. 

Cette v^ité est incontestable pour les nombres ; elle Test aussi 
pour des grandeurs quelconques^ pourvu qu'elles s'expriment 
ou qu'on Tes imagine ex^irimées en nombres; et c'est ce qu'on 
peut toujours supposer : par exemple , si A , B, C , D , sont des 
lignes, on peut imaginer qu*un6 de ces quatre lignes, ou une 
cinquième, si Ton veut, serve à toutes de conimiine mesure et 
soit prise pjour unité ; alors A, B, C, D, représentent chacune un 
certain nombre d'unités , entier ou rompu , commensurable ou 
incommensurable , et la proportion entre les lignes A , B, G , D, 
devient une proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi leur rec- 
tangle j n'est donc autre chose que le nombre d'unités linéaires 
contenues dans A, multiplié par le nombre d'unités linéaires 
contenues dans B; et on conçoit facilement que ce produit peut 
et doit être égal à celui qui résulte semblablement des lignes 
B et C. 
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Les grandeort A et B peureni être d*oiie étpèee, par esemple, 
des lignes, et les grandeors G et D d'une autre espèce, par 
exemple , des surfaces ; alors il faut toujours regarder ces gran- 
deurs comme des nombres : A et B s'exprimeront en unîtes 
linéaires , C et D en unités superficielles , et le produit A x D 
sera un nombre tomme le produit BxG. 

"En géncfrai , dans tontes les opérations ^on fera sur les pro- 
portions , il faut toujours regarder les terones de ces proportiona 
comme autant de nombres , chacun de l'espèce qui lui conTÎent, 
et' on n*aura aucune peine à concevoir ces opérations et les con- 
séquences qui en re'sullent. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos démonstrtttions 
sont fondées sur quelques-unes des règles les plus simples <de 
l'algèbre , lesquelles s'appuient elles-mêmes sur les axiomes eon- 
nus : ainsi si Ton a A := B 4- C, et qu'on multiplie chaque mem- 
bre par une même quantité M , on en conclut AxM=:BxM + 
C X M ; pareillement si l'on a A= B -f C et D =£ -^C , et qu^on 
ajoute les quantités égales , en efiJaçant 4' G et — G qui se dé- 
truisent , on en conclura A-f-D^B+Ë? et ainsi des autres. 
Tout cela est assez évident par soi-même; mais, en cas de 
difficulté y il sera bon de consulter les livres d'algèbre , et d*en- 
tre-méler ainsi Tétude des deux sciences. 



PROPOSITION PREMIERE. 



THEOREME* 



Jjes parallélogrammes qui ont des bases égales et 
des hauteurs égales ^ sont équwalents, 

fig. 96. Soit AB la base commune des deux parallélograizuxies- 
ÂBCD , ABEF, puisqu'ils sont supposés avoir la même 
hauteur , les bases supérieures DG , FE , seront située» 
sur une même ligne parallèle à AB. Or on a par la 
nature des parallélogrammes AD = BC , et AF== BE ; 
par la même raison on a DG = AB , et FE = AB ; donc 
DCssFE ; donc /retranchant DC et FE de la même 
ligne DE , les restes CE et DF seront égaux. 
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I) suit ile4à que Ifs triangles DAF, GBQ ^ sont équi* 
latéraux entre^eux , et par conséquent égaux. 

Mais si du quadrilatère ABED on retranche le trian- fig* 9^- 
gle ADF, il reste le parallélogramme ABEF ; et si du 
même quadrilatère ABED on retranche le triangle €B£ , 
il reste le parallélogramme ABGB ; donc les deux parai* 
lélogrammes ABCD , AB£F, qui ont même base et 
même hauteur , sont équivalents* 

. Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- 
vaient auractangle ABEF de même base et de même fig. 97. 
hauteur. 

PROPOSITION II. 

tbéo&âmk. 

ToMt triangle hSC çst la moitié du parallélo^ fi^. 98. 
gramme ABCD qui a même base et même hauteur. 

Car les triangles ABC , ACD, sont égaux *. • a8, i. 

Corollaire I. Donc un triangle ABC est la moitié du 
rectangle BCEF qui a même base BC et même hauteur 
AO; car le rectangle BCEF est' équivalent au parallé- 
logramme ABCD. , 

Corollaire IL Tous les triangles qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales , sont équivalents. 

PROPOSITION III. 

Deux rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

Sipient ABCD , AEFD, deux rectangles qui ont pour Hg. 99. 
hautei^r commune AD ; je dis qu'ils sont entre eux 
comme leurs bases AB , AE. 

Supposons d'abord que les bases AB , AE , soient 
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oommensurables entre elles , et qu'elles soient , par 
exemple , comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB 
en 7 parties égales , A£ contiendra 4 àe ces parties, 
élevez à chaque point de division une perpendiculaire 
à la base , vous formerez ainsi sept rectangles partiels , 
' qui seront égaux entre eux , puisqu'ils auront même 
base et même hauteur* Le rectangle ABCD contiendra 
sept rectangles partiels , tandis que A£FD en contien- 
dra quatre ; donc le i^ctangle ABCD est au rectangle 
AEFD comme 7 est à 4 9 ou comme AB est à AE.. Le 
même raisonnement peut être appliqué à tout autre 
rapport que celui de 7 à 4 ; donc, quel que soit ce rap- 
port , pourvu qu'il soit coramensurable , on aura , 

ABCD : AEFD :: AE : AE. 
fig. 100. Supposons , en second lieu , que les bases AB , AE , 
soient incommensurables entre elles ; je dis qu'on n'en 
aura pas moins , 

ABCD: AEFD ::AB:AE. 
Car si cette proportion n'est pas vraie , les trois pre- 
miers termes demeurant les mêmes , le quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu'il soit 
plus grand et qu'on ait, 

ABCD: AEFD ::AB:AQ. 
Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
EO , il y aura au moins un point de division I entre E 
et O : par c^ point élevez sur AI la perpendiculaire IK ; 
les bases AB, AI , seront commensurables entre elles , et 
ainsi on aura, par ce qui vient d'être démontré, 

ABCD:AIKD::AB:AL 
Mais on a , par hypothèse , 

ABCD: AEFD ;:AB:AO. 

Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux ; 

donc les conséquents sont proportionnels , et il en 

résulte , 

AIKD:AEFD::AI:AO. 
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Mais AO est plus ^rand que AI; ^oqc, pour que 
cette proportion subsistât, il faudrait qqe le rectangle 
A£FD fôt plus grand que AIKD; or, au contraire, il 
est plus petit ; donc la proportion est impossible ; donc 
ABCD ne peut être à AEFD commç A£ est à une ligne 
plus graiide que A£. 

Par un raisonnement entièrement semblable, on 
prouverait que le quatrième terme de la proportion ne 
peut être plus petit que AE; donc il est égal à AE* 

Donc , quel que soit le rapport des bases , deux rec- 
tangles de même hauteur ABCD, AEFD, sont entre 
eux comme leurs bases AB, A£. 

PROPOSITION IV. 



TnÉOBEME. 



Deux .rectangles quelconques ABCD, AEGF, fig. loi. 
sont entre eux comme les produits des bases multi- 
pliées par les hauteurs^ de sorte qu'on a ABCD : 
AEGF : : AB X AD : AE x AF. 

Ayant .disposé les deux rectangles de manière que 
les angles en A soient opposés au sommet, prolongez 
les cotés GE , CD,'jas^u*à leur rencontre en H ; les deux 
rectangles ABCBD , AEHD , oilt même hauteur AD ; 
ils sont donc entre eux comme leurs bases AB, AE : 
de-même les deux rectangles AEHD , AEGF , ont même 
hauteur AE ; ils sont donc entre eux comme leurs 'bases 
M) 9 NF : ainsi on aura les>deux proportions , 

ABCD:AEHD:: AB.AE, 
AEHD:AEGF:: AD:AF. 

Multipliant ces propoiftions par ordre, et observant 
que le rooy:en terme AEHD peut être lomis comme 

^5 
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multiplicateur commun à l'antécédent et au consé- 
quent, on aura, 

ABCD: AEGF :: AB x AD : AE x AF. 

Scholie, Donc on peut prendre pour mesure d'un 
rectangle le produit de sa base par sa hauteur , pourvu 
qu'on entende par ce produit celui de deux nombres, 
qui sont le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la base, et le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la hauteur. 

Cette mesure, d'ailleurs, n'est pas absolue, mais seu- 
lement relative ; elle suppose qu'on évalue semblable- 
ment un autre rectangle en mesurant ses côtés par la 
même unité linéaire ; on obtient ainsi un second pro- 
duit, et le rapport des deux produits est égal à celui 
des rectangles, conformément à la proposition qu'on 
vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix , le rectangle sera représenté 
par le nombre 3 X i6, ou 3o, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept , 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X la , ou 84 : de-là oli conclura que les deux rectangles 
A et B sont entre eux comme 3o est à 84; donc, si on 
convenait de prendre le rectangle A pour l'unité de 
mesure dans les surfaces, le rectangle B aurait alors 
pour mesure absolue f^? c'est-à-dire qu'il serait égal 
à II d'unités superficielles. 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre le 
quarré pour l'unité de surface , et on choisit le quarré 
dont le côté est l'unité de longueur; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
devient absolue : par exemple le nombre 3o , par lequel 
nous avons mesuré le rectangle A , représente 3o unités . 
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superficielles, ou 3o de ces quarrés dont le côté est 

égal à l'uuité : c'est ce que .la fig. 102 rend sensible* fig. los. 

On confond assez souvent en géométrie le pi*oduit 
de deux lignes avec leur rectangle, et cette expression 
a même passé en arithmétique pour désigper le produit 
de deux nombres inégaux, comme on emploie celle de 
quarre pour exprimer le produit d*un nombre multiplié 
par lui-même. 

Les quarrés des nombres i , a , 3 , etc. , sont 1,49 
g, etc. Aussi voit-on que le quatre fait sur une ligne * 
double est qua*druple; sur une ligne triple, il est neuf fig- io3. 
fois plus grand , et ainsi de suite. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

L'aire d'un parallélogramme quelconque est égale 
au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme ABGD est équivalent au rec- fig. 97. 
tangle AB£F, qui a même base AB et même hauteur 
BE*; or celui-ci a pour mesure AB x BE **, donc *i.*V|. 
AB X BE est égal à Taire du parallélogramme ABGD. 

Corollaire: Les parallélogrammes de même base^ 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallélo- 
grammes de même hauteur sont entre eux -comme leurs 
bases ; car A , B , G , étant trois grandeurs quelconques , 
on a généralement AxG:BxG::A:B. 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

L'aire dun tHangle est égale au produit de sa base 
par la moitié de sa hauteur. 

Gar le triangle ABG est la moitié du p^rallélogramnote fig. 104. 
ABGE , qui a même base BG et même hauteur AD * : * a. , 
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'5. or , la surface du parallélogramme s=: BC x AD * ; donc 
celle du triaogle = ^ BG x ÂD ou BG X i AD. 

Corollaire* Deiix triangles de même kauteur sont 
entre eux comme leurs bases , et deux triangles de même 
base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VU. 

THEOREME. 

fig. io5. • Vaire du trapèze ABCD est égale a sa hauteur 
EF, multipliée par la demi -somme des bases paral- 
lèles AB,C&, 

Par le poinl I , milieu du côté CB , menez iKLL paral- 
lèle au côté opposé AD, «et prolongez DG jusqu'à la 
rencontre de KL. 

Dans les triangles IBL , ICK , on a le côté IB=IG par 

construction , l'angle LIBssGlK , et l'angle IBLsIGK , 

* a4» I- puisque GR et BL sont parallèles * ; donc ces triatigles 

*7. 1. sont égaux * ; donc le 'trapèze ABCD ^at équivalent au 

parallélogramme ABKL,,:et il a:pour mesure'BFx AL. 

Mais' on a AL'::^DK, et puisque le triangJe IBL est 
égal au triangle iRGl , le côté BL = GK; donc AB 4- 
GD=AL + DK=2AL, et ainsi AL est la demi-somme 
des bases AB , GD ; donc enfin l'aire du trapèze ABGD 
^ égale à la hauteur £F multipliée par ladeôû'^omme 
des bases AB , GD;, ce qui s'exprime ainsi : 

Scholie. $i par le poiotl , milieu de BG , on mène IH , 
parallèle à la base AB, le.poiht H sera aussi le milieu 
de AD, -car la figure AHIL est un parallélogramme, 
ainsi que DHlR, puisque les côtés opposés sont paral- 
lèles : on a doue AH = IL et DH =:iK ; or , IL = IR, 
puisque les triangles BIL, GIR, sont égaux; donc 
AH = DH. 
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On peut remarquer que la ligne HI ss AL = ; 

donc l'aire du trapèze peuts'exprioaer aussi par EF x HI : 
elle est donc égale à la hauteur du trapèze multipliée 
par la ligne qui {oint les rhilieux des côtés non parallèles* 

PROPOSITION Vllî. 

THEOREME. 

Si une ligne AC, est dinsée en deux garties AB, «§• 106. 
BC , le quarréfait sur la ligne entière AC contiendra 
te quarréfait siur une partie AB , plus le quarréjait 
SUT' l'autre partie. BG , plusi deux fois le rectangle 
compris sous les deux partie^. AB , BG, ce qu'on ex- ' 

prime ainsi y hQ ou (AB + QG) bs;^AB + BG + 
si^ABxBG. 

Construisez le quarré ACDE , prenez AF= AB , me> 
nez FG parallèle à AC^et BH parallèle à AE. 

Le qUarré ABCD est divisé en quatre parties : la pre- 
mière ABIF est le quarré fait sur AB , puisqu'on ^a pris 
AF = AB : la seconde IGDH est le quarré fait sur BC ; 
car puisqu'on a AC = AE, et AB = AF, la différence 
AC — AB est égale à la différence AE — AP, ce qui 
donne BC=;EF ; mais à cause des parallèles IG=BC, 
et DG<=BF, done HIGD est égal au quatre fait sur 
BC. Ces deux parties étant retnmchée& du quarré tofcaU 
il reste les deux rectangles BCGI , EFIET, qui ont chacua 
pour mesure AB x BC ; donc le quarré fait sur AC , etc. 

Scholie. Cette proposition revient à celle qu'on <dé-> 
montre ^n algèbre pour la formation du quarré d'ÙB 
bio^e, et qui est ainsi exprimée : 
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PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

fig. 107. Si la ligne AG est la différence des deux lignes 
AB , BC , le quarréfait sur AC contiendra le quarré 
dje AB^plus le quarré de BC, moins deux fois le 
j'ectangle fait sur AB et BC ; c'est-à-dire qu'on aura 

ACo££(AB— BC)*=AB+BC — aABxBC. 

Construisez le quarré ABIF, prenez A£=AG, me- 
niez CG parallèle à BI , HK parallèle à AB , et achevez le 
quarré EFLK. 

Les' deux rectangles CBIG , GLRD , ont chacun pour 
mesure AB x BC : si on les retranche de la figure en- 

tière ABILEJB A , qui a pour valeur AB + BC , il est 
clair qu'il restera le quarré ACDE, donc, etc. 

Scholie. Cette proposition revient à la foirmule ^A- 
gèbre (a— ^)'c=:a" + ô» — 2 aô. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

Le rectangle fait sur la somme et la différence de 
deux lignes , est égal à la différence des quarrés de ces 

fig. 108. %iie^.ai/i«ona(AB+BC)x(AB— BC)=ÂB— BC! 

Construisez sur AB et AC les quarrés ABIF , ACDE ; 
prolongez AB d'une quantité BKs=BC, et achevez le 
rectangle AKLE. 

La base AK du rectangle est la somme des deux li- 
gnes AB , BC , sa hauteur A£ est la différence de ces 
mêmes lignes ; donc lé rectangle AKLE = ( AB + BC ) x 
(AB — BC). Mais ce même rectangle est. compose des 
deux parties ABHE + BHLK ) et la partie BHLK est 
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égak «a rectangle EDGF , car BH = DE et BK = EF ; 
donc ÂKJLE = ABHE + EDGF. Or, ces deax par» 
Iles forment le quarré ABIF moÎDS le quarré DHIG, 
qui est le quarré fait sur BC; donc enfin ( AB + BG) X 

(AB — BC)=ÂB — BC! ' 

SchoUe* Cette proposition revient à la formule d'al- 
gèbre {aJfh) {a — 3) = a» — p\ 

PROPOSITION XL 



^ 



THEOREME. 



Le quarré Jait sur l'hypoténuse d*un triangle rec- 
tangle est égal à la somme des quarrés Jhits sur les 
deux autres cotés. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé fig. 109^ 
des quarrés sur les trois côtés , abaissez de Tangle droit 
sur rbypoténusè la perpendiculaire AD que vous pro- 
longerez jusqu'en E ; tirez ensuite les diagonales A F, CH- 

L'angle ABF est composé de Tangle ABC plus l'angle 
droit CBF ; Fangle CBH est composé du même angle 
ABC plus Tangle droit ABH ; donc l'angle ABF = HBC* 
Maiis AB = BH comme côtés d^un même quarré, et 
BF=BC par là même raison ; donc les triangles ABF, 
HBC, ont un angle égal compris entre côtés égaux'^ 
donc ils sont égaux *. *6, i. 

Le triangle ABF est là moitié du rectangle BDEF, 
(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
hauteur BD*. Le triangle HBC est pareillement la moitié * pr. a^ 
du quarré AH; car l'angle BAC étant droit ainsi que 
BÂL , AC et AL ne font qu'une même ligne droite 
parallèle à HB ; donc le triangle HBC et le quarré AH, 
qui ont la base commune BH , onb aussi la hauteur com- 
mune AB; donc le triangle est la moitié du quarré. 
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Od a déjà prouvé que le triangle ABF est égal au 
trîaùgle HQG; donc le rectangle BD£F, double du 
triangle ABF, est équivalent au quarré AH, double 
du trîangle HBC. On dénnontrera de même que le reo* 
tangle CDEG est équivalent au quarré AI; maia les 
deux rectangles BDEF, CDEG, pris .ensemble, font le 
quarré BCGF ; donc \e quarré BCGF, fait sur Thypo-r 
ténuse , est égal à la somme des quarrés A6HL , AGIK , 
faits sur les deux autres côtés;, ou, en d'autres termes , 

bc=âb'+âc" 

Corollaire I. Donc le quarré d'un des côtés de l'an- 
gle droit est' égal au quarré de l'hypoténuse moins 
le quarré de l'autre côté, ce qu'on exprime ainsi : 

AB = BC— ÂC. 

«s. n8. Corollaire IL Soit ABCD un quarré, AC. sa dia- 
gonale; le triangle ABC étant rectangle ejt isoscèle., 

on aura AC :=::^AB + BC = a AB ; donc le quarré fait 
sur la diagonale AC est double du quarré fait sur le 
côté AB,. 

On peut rendi*e sensible cette propriété en menant 
par les points A et C des parallèles à BD, et par les 
points B et D des parallèles à AC : on formera ainsi 
un nouveau quarré £FGH qui sera le quarré de AC. 
Or , on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE, et que ABCD en contient quatre; donc le 
quarré EFGH est double de ABCD. 

— * — * 
Puisque AC : AB :! 2 : i , on a, en extrayant la ra- 
cine quarrée, AC : AB :: ^a : r; donc la diagonale 
d'un quarré est incommensurable as^ec son côté* 

C'est ce qu'on développera davantage dans une- autre 
ocoasion. 
fig. 109. Corollaire III. On- a démontré que- le- quarré AH 
est. équivalent au rectangle BDBF ; or ^ à cause de la 
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hauteur commutreBF,. te quarré BGGFest au rectan- 
gle BDEF comme la base BG est à la base BD ; donc , 

BC': AB'::BC:BD. 

Donc le quarré de Vhypoténuse est au quarre d!iut 
des côtés de Sanglé droit comme l'hypoténuse est au 
segment adjacent à ce côté. On appelle i^ segment, la 
partie de Thypotéfluse; détern^ioée par h perpendicu- 
laire abaissée de Tangle droit ; ainsi BDf^t le segnient 
adjacent au côté AB , et DG est le segment adjacent aa 
côté AG. On aurait semblabl'ement , 

BC':ÂC*:;BG:CD. 

Corollaire IV. Les rectangles BDEF , DGGE , ayant 
aussi la même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases BD , GD. Or , ces rectangles sont équivalents aux 

quarrés AB^ AG; donc, 

1lB:AC'::BD:DC. 

Donc les quarrés des deux côtés de V angle droit sont 
entre eux comme les segments (fc thypoténuse adja- 
cents h ces côtés* 

PROPOSITION XIL 

THSO^ÊME. 

Dans un triangle ABC, si l'angle C est aigu, flg. no. 
le qUarvé du côté opposé sera plus petit que la somme 
des [quarrés des côtés qui comprennent V angle Ç ; et 
si Von abaisse AD perpendiculaire sur BC , la diffé- 
rence sera égalé au double du rectangle BD X CD , de 
sorte qu'on aunu, 

ÂB = AG V BG — 2 BG X GD. 
H y a deux cas. !• Si la perpendiculaire tombé au- 
dedans du triangle ABG, on aura BD = BG — GD , 
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•9. el par conséquent * BD = BC'+ CD*— a BC x CD , 

ajoutant de part et d'autre AD, et observant que 

les triangles rectangles ABD, ADG, donnent AD + 

BD = AB'et ÂD + DG*=AC', on aura AB5=BG + 

ÏC — 2 BC X CD. 

a<» Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle 
• 9. ABC , on aura BD = CD — BC , et par conséquent * 

BD = CD'+BC — aCDxBC. Ajoutant de part et 

d'autre AD, on en conclura de même, 

ÂB = BG"+ ÂC — 2 BC X CD. 

PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 

fig. ni. Dans un triangle ABC, si l'angle G est obtus, le 
quarré du côté oppose AB sera plus grand que la 
somme des quarrés des cotés qui comprennent Van- 
, gle C , et si on abaisse AD perpendiculaire sur BC , la 
différence sera égale au double du rectangle BC x CD , 
de sorte qu'on aura, 

AB =ÂC*+ BC + 2 BC X CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans 

du triangle; car si elle tombait, par exemple, en £, 

le triangle ACE aurait à la fois Tangle droit £ et 

* 19, 1. Tan gle obtus C, ce 'qui est impossible'*'; donc e|le 

tombe au-dehors, et on a BD = BC + CD. De là ré- 

•8. suite* BD = BC + CD + 2BC x CD. Ajoutant de part 

Il » 
^t d^autre AD et faisant les réductions 'comme dans le 

théorème précédent, on en conduira ABf=BC + AC + 
2BCxCD. . 
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Scholie. Le triangle rectangle est le seul dans lequel ta 
somme des quarrés de deux côtés soit égale au quarré 
du troisième ; car si l'angle compris par ces côtés est aigu, 
la somme de leurs quarrés sera plus grande que le 
quarré du côté opposé ; s*il est obtus elle sera moindre. 

PROPOSITION XIV. 

THEOREME. 

Dans un triangle quelconque ABC, si on mène 6g. ii>. 
du sommet au milieu de la base la ligne AE, je 

dis qu'on aura AB + AC = 2 AE + 2 BE. 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BG, le 
triangle AEG donnera par le théorème xii , 

Ic'=ÂÏ;'+ ËC— 2 EC X ED. 
Le triangle ABE donnera par le théorème xiii , 

ÂB =ÂÊ'+ ÊB + 2 EB. X ED. 
Donc , en ajoutant et observant que EB=EG , on aura ^ 

Âb'+ AC = 2 AE + aËB! 

Coroïlaire. Donc, dans tout parallélogramme ^ la 
somme des quarrés dès côtés est égale à la somme des 
quarrés des diagonales^ 

Car les diagonales AG, BD, se coupent mutuelle- fig* ii3. 
ment en deux parties égales au point E*; ainsi Ie*3i, i. 
triangle ABG donne , 

AB*+BG = 2AE + 2BÊ". 
Le triangle ADG donne pareillement , 

ÂD + DG = 2 ÂË'+ 2 DE. 
Ajoutant membre à membre , en observant qiie BE = 
DE, on aura, 

AB'+ ÂÎ) + DG + BC = 4 AÊ'+ 4 M . 

Mais 4 AE est le quarré de 2 AE ou de AG ; 4 ^^ 
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est le quarré de BD; donc la somme des quarrés des 
côtés est égale à la somme des quarrés des diagonales. 

PROPOSITION XV. 



TffÉOBÊjIEV 



fig. ii4- La ligne DE, menée parallèlement à la base d'un 
triangle ABC , di\^ise les côtés AB , AC , proportion- 
nellement; de sorte qu'on a AD : DB : : AE : EC. 
Joignez BE et DC ; les deux triangles BDE , DEC , 
ont même base DE; ils ont aussi même hauteur, 
puisque les sommets B et G sont situés sur une paral- 

* a. lèle à la base ; donc ces triangles sont équivalents *• 

Les triangles ADE , BDE , dont le sommet commun 
est E , ont même hauteur et sont entre, eux comme 

* 6. leurs bases AD, DB* ; ainsi on a, 

ADE: BDE :: AD:DB. 
Les triangles ADE, DEC, dont le sommet commun 
est D,. ont aussi même* hauteur, ejt sont entre em 
comme leurs bases AE , EC ; donc 9 

ADErDEC:: AE:EC. 
Mais le triangle BDE = DEC; donc, à cause du 
rapport commun dans ces deux proportions , . on en 
conclura AD : DB :: AE : EC. 

Corollaire L De là résulte componendo AD + DB : 
AD :: AE + EC : AE , ou AB : AD :: AC : AE, et aussi 
. AB-.BD :: AC.CE. ^ 
fig. 1 15. Corollaire IL Si entre deux droites AB , CD , on 
mène tant de parallèles qu'on voudra AC , EF , GH , 
BD , etc. , ces droites seront coupées^ proportionnelle^ 
ment, et on aura AE : CF :: EG ; FH :: GB : HD. 

Car soit O le point de concours des droites A'B» 
CD ; dans, le triangle OEF, où la ligne AC est nieuée 
parallèlement à la base EF, on .aura 0£: AE :: OF ; 
CF , ou OE rOF :: ÀE : CF. Dans le triangle OGH , on 
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aura semblablenieDt CE .-"EG :: OF : FB , ou OE: OF 
::EG:FH; donc, à cause du rapport commun : 
0£:'0F, ces deux proparlions donnent ÂE:GF:: 
£G : FH. On démontrera de )a;mènfe manière cfue EG : 
FH :: GB : HD , et ainsi de suite ; donc les lignes AB, CD, 
^ont coupées proportioniiellement par les paraUèles EF, 
GH,etc. 

PROPOSITION XVI. 



THÉOBÏME. 



Réciproquement si les côtés AB , AC, sont. coupés fig. ii6. 
proportionnellement par la ligne DE , en sorte qu'on 
ait AD ; DB : : AE : EC , je dis que la ligne DE sera 
parallèle à la base CB. 

Car si DE n*est pas pai^allèle k BG , supposons que 
DO en soit une; alors, suivant le théorème précédeojt, 
on aura AD : BD :: AO : OC. Mais, par hypothèse, 
AD ; BD :: AE : EC ; donc on aurait AO : OC :: AE : EC ; 
proportion impossible , puisque d'une part l'antécédent 
AE est plus grand que AO , et que de Tautre le con- 
séquent EC est plus petit que OC ; donc la parallèle 
à BC menée par le point D ne peut différer de DE ; 
donc DE est cette parallèle. • 

Scholie. La même conclusion aurait lieu si on sup- 
posait la propoi'tion AB : AD :: AC : AE. Car cette pro- 
portion donnerait AB — AD : AD :: AC — AE : AE , ou 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION^ XVIL 



THËOaÊME. 



La ligne AD, qui dii^ise en deux parties égales fig. i»?- 
l'angle BAC d'un triangle , dii^isera la base BC en 
deux "Segments BD , DC , proportionnels aux côtés 
adjacents AB , AC ; de sorte qu'on aura BD : DC : : 
AB : AC. 
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Par le point G menez CE parallèle à AD jusqu^à la 
rencontre de BA prolongé. 

Dans le triangle BCE , la ligne AD est parallèle à la 
« i5 base CE ; ainsi on a la proportion *,* 
^ ' BD:DC::AB:AE.^ 

Mais le triangle ACE est isoscèle; car, à cause des pa- 
rallèles AD, CE, l'angle ACE = DAC, et Fangle 
' a4, I. AEC = BAD * : or , par hypothèse, DAC=BAD ; donc 

• i3, 1. Tangle ACE = AEC , et par suite AE = AC * ; substi- 

tuant donc AC à la place de AE dans la proportion 
•précédente , on aura , 

BD:DC::AB:AC. 

PROPOSITION XVIIl. 

THEOREME. 

' Deux triangles équîangles ont les côtés homolo^ 
gués proportionnels et sont semblables, 
fig. 119. Soient ABC , CDE , deux triangles qui ont les angles 
égaux chacun à chacun , savoir BAC = CDE , ABC = 
DCE , et ACB = DEC ; je dis que les côtés homologues 
ou adjacents aux angles égaux, seront proportionneb , 
de sorte qu'on aura BC : CE :: AB : CD :: AC ; DE. 

' Placez les côtés homologues BC , CE , dans la même 
direction , et prolongez les côtés BA , ED , jusqu'à ce 
qu'ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une. ligne droite , et que l'angle 

• 24, 1. BCA = CED , il s'ensuit que AC est parallèle à DE *. 

Pareillement , puisque l'angle ABC = DCE , la ligne 
AB est parallèle à DC ; donc la figure ACDF est un 
parallélogramme. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallèle à la 
• i5. base FE, ainsi on a BC : CE :: BA: AF*. A la place de 
AF mettant son égale CD, on aura , 

BC:CE::BA^CD. 
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Dans le même triangle BFE , si on regarde BF comme 
la base , CD est une parallèle à cette base , et on a la 
proportion BG : CE :: F£ : DE. A la place, de FD met- 
tant son égale AG , on aura , 

BG:CE::AC:DE. 

Enfin de ces proportions qui contiennent le même 
rapport , BG : G£ , on peut conclure aussi , 

AG:DE::BA:CD. . 

Donc les triangles équiangles BAG , GDE ^ont les 
côtés homologues proportionnels : mais, suivant la défi- 
nition II, deux figures sont semblables, lorsqu'elles 
ont à la fois les angles égaux chacun à chacun , et les 
côtés homologues proportionnels ; donc 1q3 triangles 
éqniangles BAG , .GDE , sont deux figures semblables. 

Corollaire* Pour que deux triangles sojent sembla* 
l>les, il sufBt cpi'ils aient deux angles égaux chacun à 
chacun , car alors le troisième sera égal de part et d'autre, 
et les deux triangles seront équiangles. 

Schôlie. Remarquez que, dans les triangles sembla- 
bles , les côtés homologues sont opposés à des angles 
égaux ; ainsi Tangle AGB étant égal à DEG , le côté AB 
est homologue à DG ; de même AG et DE sont homo- 
logues comme étant opposés aux angles égaux ABG , 
DGE : les côtés homologues étant reconnus , on forme 
aussitôt les proportions : 

AB : DG :: AG : DE :: BG : GE. 

PROPOSITION XIX. 

THEOREME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues pro- 
portionnels , sont équiangles et semblables. 

Supposons qu'on ait BG : EF :: AB : DE :: AG: DF ; Sg. i 
je dis que les triangles ABG, DEF, auront les angles 
égaux , savoir , A = D , B = E , G= F. 
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Faites au paiot E Taogle F£G =7.B et au pomt F 
l'angle £FGs»G, le troisième G «eraégal au troiaiène 
A , et les deux triangles ABC , EFG , seront équiaDgle<; 
donc on aura par le thébrèipe prébédent BC : £F :: 
AB : EG : mais , par hypothèse j BC : EF :: AB : DE ; 
donc £G = DE. On aura encore , par ie >mêrae théo- 
rème , BC : EF ;: AC : FG ; or on a , par hypothèse 9 
BC : EF :: AC : DF, donc FG t= DF; donc les triangles 
EGF, DEF, ont les trois côtés égaux chacun à chacun ; 
* ] I, I. donc ils sont égaux *• Mais , par construction, le triangle 
EGF est équiangle.au triangle ABC ; donc aussi les 
triangles D£^, ABC , sont équiangles et semblables. 

SchoUe I. Ou >voit vpar ces deux dernières .proposi- 
tions , que dans les triangles , Tégalité des angles est.tune 
suite de la proportionnalité des côtés, et récipro(|ue- 
ment , de sorte qu'une de ces conditions suffit pour 
assurer la similitude des triangles. 11 n'en est pas de 
même .dans les figures de plus de trois côtés ; car , dès 
qu'il s'agit seulement des quadi^ilatères , on peut , sans 
changer les angles, altérer la proportion des côtés ^ ou, 
sans altérer les côtés , changer les angles .; ainsi la pro* 
portion n alité des côtés ne peut être une suite de l'éga- 
lité des angles , iii vice versa. On voit , par exemple , 
fi£t- lai. qu'en menant £F parallèle à BC , les angles-.du quadri- 
latère AEFD sont égaux à ceux du quadrilatère ABCD; 
mais la proportion des côtés est différente : de même , 
sans changer les quatre côtés AB , BC , CD , AD , on 
peut rapprocher ou éloigner le point B du point D, ce 
qui altérera les angles. 

Schoiie II. Les deux propositions précédentes qui n'en 
font proprement qu'une, jointes à celle du quarré de 
l'hypoténuse , sont les propositions les plus importantes 
et les plus fécondes de la géométrie; elles suffisent presque 
seules à tontes les applications et à la résolution de tous 
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les problêmes : la raison en est que toutes les figures 
peuvent se partager en triangles, et un triangle quel- 
conque en deux triangles rectangles. Ainsi les propriétés 
générales des triangles renferment implicitement celles 
de toutes les figures. 

PROPOSITION XX. 

THEOREME. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels, sont semblables. 

Soit l'angle A =D , et supposons qu'on a AB : DE. :: iig. U;^. 
AG : DF ; je dis que le triangle ABC est semblable 
à DEF. 

Prenez AG = D£ et menez GH parallèle à BC, 
l'angle AGH sera égal à l'angle ABC ^ ; et le triangle * a4, i. 
AGH sera équiangle au triangle ABC; on aura donc 
AB : AG :: AG : AH : mais , par hypothèse , AB : DE :: 
AG:DF, et par construction AG=DE; donc ^H=: 
DF. Les deux triangles AGH y^DEF, ont donc un angle 
égal compris entre côtés égaux; donc ils sont égaux.* 
Or le triangle AGH est semblable à ABG ; donc DEF 
est ausâ semblable à ABG. ^ 

PROPOSITION XXI. 



THEOREME. 



Deux triangles qui ont les cotés homologues pa-- 
rallèles, ou qui les ont perpendiculaires chacun à 
chacun, sont semblables. 

Car , lo si le côté AB est pai%llèle à DE , et BC à £F , fig. i>3. 
l'angle ABG sera égal à DEF * ; si de plus AG est pa* * 27, i. 
rallèle à DF, l'angle ACB sera égal à DFE, et aussi 

6 
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BAC à EDF : doDc les triangles ABC, DEF, sont 
équiangles ; donc ils sont semblables. 
fig. iHi. a*" Soit le côté DE perpendiculaire à AB, et le côté 
DF à AC ; dans le quadrilatère AIDH les deux angles 
I et H seront droits ; les quatre angles valent ensemble 
* M>, I. quatre angles droits "*" ; donc les deux restants lAH , IDH , 
valent deux angles droits. Mais les deux angles EDF, IDH, 
valent aussi deux angles droits ; doncTangle EDF est égal 
à lAH ou BAC : pareillement si le troisième côté EF est 
perpendiculaire au troisième BG, on démontrera que 
Tangle DFE = G , et DEF = B ; donc les deux triangles 
ABG , DEF , qui ont les côtés perpendiculaires cbacun 
à chacun , sont équiangles et semblables. 

Scholie. Dans le cas des côtés parallèles, les côtés 
homologues sont les côtés parallèles, et, dans celui des 
côtés pei*pendiculaires , ce sont les côtés perpendicu- 
laires. Ainsi, dans ce dernier cas, DE est homologue 
à AB, DF à AC, et EF à BG. . 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir une 
situation relative des deux triangles, différente de celle 
qui est supposée dans la fig. i ^4 ; mais Tégalité des angles 
respectifs se démontrerait toujours, soit par des qua- 
drilatères tels que AIDH , dont deux angles sont droits , 
soit par la comparaison de deux triangles qui , avec des 
angles opposés au sommet, auraient chacun un angle 
droit : d'ailleurs , on pourrait toujours supposer qu'on 
a construit au -dedans du triangle ABC un triangle DEF , 
dont les côtés seraient parallèles à ceux du triangle com- 
paré à ABC , et alors la démonstration rentrerait dans le 
cas de la fig. i24*| 
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PROPOSITION XXIL 



THEOREME. 



Les lignes AF, AG , etc. , menées comme on vou- fig. i»5. 
4lra par le sommet (P un triangle, dii^isent proportion- 
nellement la base BC et sa parallèle DE , de sorte 
quona DI: BF : : IK:FG: : KL : GH, etc. 

Car , puisque DI est parallèle à BF , le triangle ADI 
est équiangle à ABF , et on a la proportion DI : BF :: 
AI : âF ; de même IK éunt parallèle à FG^ on a 
AI : AF :: IK: FG ; donc, à cause du rapport commun 
AI.: AF , on aura DI : BF :: IK : FG. On trouvera sem- 
blablement IK : FG :: KL : GH , etc. ; donc la ligne DE 
est divisée aux points I, K, L, comme la base B€ Test 
aux points F , G , H. 

Corollaire. Donc , si BC était divisée en parties égales 
aux points F, G, H, la parallèle DE serait divisée de 
même eo parties égales aux points I, K » L«. 

PROPOSITION XXIIL 



A 



THEOREME; 



Si de P angle droit A d'un triangle rectangle on 6g. ia6. 
abaisse la perpendiculaire AD sur V hypoténuse; 

i^ Les deux triangles partiels ABD , ADC, seront 
semblables entre eux et au triangle total ABC ; 

a° Chaque coté AB ou AC sera moyen propor- 
tionnel entre Phypoténuse BC et le segment adjacent 
BD ou DG. 

3° La perpendiculaire AD sera moyenne propor^ 
tionnelle entre les deux segments BD , DC. 

Car , i« le triangle BAD et le triangle BAC ont l'angle 
commun B ; de plus Tangle droit BDA est égal h l'angle 
droit BAC ; donc le troisième angle BAD de l'un est 
égal au troisième C de Tautre ; donc ces deux triangles 
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sont équianglefl et semblables. On démontrera de même 
que le triangle DAG est semblable au triangle BAC; 
donc les trois trîangles sont équiangles el semblables 
entre eux. 

2<* Puisque le triangle BAD est semblable au triangle 
BAC , leurs côtés homologues sont proportionnels. Or , 
le côté BD dans le petit triangle est homologue à BA 
dans le grand, parce qu'ils sont opposés à des angles 
égaux , BAD , BG A ; Tbypoténuse B A du petit est homo- 
logue à rhypoténuse BG du grand ; donc on peut former 
la proportion BD : BA :: BA : BG. On aurait de la même 
manière DG : AG :: AG : BG ; donc , 2° chacun des côtés 
AB, AG , est moyen proportionnel entre Thypoténuse et 
le segment adjacent à ce côté. 

3** £nfîn , la similitude des triangles ABD , ADC , 
donne , en comparant les côtés homologues, BD : AD :: 
AD : DG ; donc , 3** la perpendiculaire AD est moyenne 
proportiormelle en^re les segments BD, DG, de l'hypo- 
ténuse. 

Schàlie, La proportion BDrAB*!: AB:BG donne, 
en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, 

AB = BDxBG. On a de même ÂC = DGxBG, 

donc AB + ÂC'= BD X BG + DG X BG ; le second 
membre est la même chose que (BD + DG)xBG, 

et il se réduit à BG X BG ou BG ; donc on a AB + 

a a 

AGssBG; donc le quarré fait sur^ l'hypoténuse BG est 
égal à la somme, des quarrés faits sur les deux autres 
côtés AB , AG. Nous, retombons ainsi sur la proposition 
du quarré de l'hypoténuse par une voie très-différente 
de celle que nous avions suivie; d'où l'on voit qu'à 
proprement parler, la proposition du quarré de l'hy- 
poténuse est une suite de la proportionnalité des côtés 
dans les triangles équiaagles. Ainsi les propositions 
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fondamentales de la g^éométrie se réduisent , pour ainsi 
dire, à celle-ci seule, que les triangles équiangles ont 
leurs cotés homologues proportionnels. 

Il arrive souvent, comme on vient d'en voir un 
exemple, qu'en tirant des conséquences d'une ou de 
plusieurs propositions , on retombe sur des propositions 
déjà démontrées. En général, ce qui caractérise parti- 
culièrement les théorèmes de géométrie , et ce qui est . 
une preuve invincible de leur certitude , c'est qu'en les 
combinant ensemble d'une manière quelconque, pourvu 
qu'on raisonne juste , on tombe toujours sur des résultats 
exacts. Il n'en serait pas de même si quelque proposition 
était fausse , ou n'était vraie qu'à-peu-près ; il arriverait 
souvent que, par la combinaison des propositions entre 
elles , Ferreur s'accroîtrait et deviendrait sensible. C'est 
ce dont on voit des exemples dans toutes les démonstra- 
tions oil nous nous servons de la réduction à Vabsurde. 
Ces démonstrations , où Ton a pour J^ut de prouver que 
deux quantités sont égales , consistent à faire voir que , 
s'il y avait entre elles la moindre inégalité, on serait 
conduit par la suite des raisonnements à une absurdité 
manifeste et palpable ; d'où Ton est obligé de conclure 
que ces deux quantités sont égales.. 

Corollaire. Si d'un point A de la circonférence on fîg. ia7. 
mène les deux cordes AB, AC, aux extrémités du 
diamètre BC, le triangle BAC sera rectangle en A*; • i8, a. 
done, i*^ la perpendiculaire AD est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segments BD, DC, du dia- 

mètre, ou, de qui revient au même, le quarré AD 
est égal ail rectangle BD x DC. 

2» La corde AB est moyenne proportionnelle entre 
^le diamètre BC et le segment adjacent BD , ou , ce 

qui revient au même, AB=:BD x BC. On a sembla- 
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blement AC = CD x BC ; donc AB : ÂC":: BD : DC ; et 

a a a- 1 

si on compare AB à BG , on aura AB : BG :: BD : BG ; 

on aurait de même AG : BC :: DG:BG. Ces rapports 
de^s quarrés des côtés, soit entre eux , soit avec lequarré 
de l'hypoténuse, ont été déjà donnés dans les corol. m 
et ivde la prop. xi. 

PROPOSITION XXIV. 

THEOREME. 

Deux triangles qui ont un angle^égal sont entre 

eux comme les rectangles des cotes qui comprennent 

Sg. is8. Cangle égal. Ainsi le triangle ABC est au triangle 

ADE comme le rectangle AB X AG est au rectangle 

AD X AE. 

Tirez BE ; les deux triangles ABE , ADE , dont le 
sommet commun est £, ont même hauteur, et sont 
*" 6. entre eux comme leurs bases AB , AD* \ donc , 

ABE: ADE:: AB: AD. 
On a de même , 

ABC: ABE::AG: AE. 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omet- 
tant le commun terme ABE , on aura , 

ABC : ADE :: AB X AC : AD x AE. 
Corollaire, Donc les deux triangles seraient équiva- 
lents , si le rectangle AB x AC était égal au rectangle 
AD X AE , ou si on avait AB : AD :: AE : AC , ce qui 
aurait Ijeu si la ligne DC était parallèle àBE. 

PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

/ 

Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les quarrés des cotés homologues. 
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Soît t'aDgîe A =D et Tangle B=E ; d'abord à cause rg. nx 
des angles égaux A et D , on aura , par la proposition 
précédente , 

ABC : DEF :: AB X AC : DE x DF. 
On & d'ailleurs, à cause de la similitude des triangles, 

AB : DE :: AC : DF. 
Et si on multiplie cette proportion termç à terme par 
la proportion identique, 

AC:DF::AC:DF, 
il en résultera , 

AB X AC : DE xDF :: AC': DF. 
Donc, 

ABC:DEF::AG":DF. 
Donc deux triangles semblables ABC , DEF , sont 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AC , DF , ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 

PROPOSITION XXVI. 



THEOREME. 



Deux polygones semblables sont composés d'un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun 
et semblablem^nt disposés. 

Dans le polygone ABCDE , menez d^un même angle fi^. M9. 
A les diagonales AC , AD , aux autres angles. Dans l'autre 
polygone FGHIK, menez semblablement de Tangle F 
homologue à A, les diagonales FH , FI, aux autres- 
angles. 

Puisque les polygones sont semblables, Tangle ABC 
est égal à son homologue FGH* , et de plus, les côtés "Ucf.a. 
AB , BC, sont proportionnels aux côtés FG , GH ; de 
sorte qu'on a AB : FG :: BC : GH. Il suit de-là que les 
triangles ABC , FGH , ont un angle égal compris entre 
côtés proportionnels ; donc ils sont semblables* ; donc * a«. 
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_ __ 9 

l'angle BCA est égal à GHF. Ces angles égaux étant re- 
tranchés des angles égaux BCD , GHl , lés restes AGD , 

# FHI , seront égaux : mais puisque les triangles ABC , 
FGH , sont semblables , on a AG : FH :: BG : GH ; d'ail- 

déf. 3. leurs , à cause de la similitude des polygones"** , BG : 
GH :: GD : Hl ; donc AG : FH :: GD : HI : mais on a 
déjà vu que Fangle AGD := FHI ; donc les triangles 
AGD , FHI , ont un angle égal compris entre côtés pro- 
portionnels, donc ils sont semblables. On continuerait 
de même à démontrer la similitude des triangles sui- 
vants , quel que fût le nombre des côtés des polygones 
proposés; donc deux polygones semblables sont com- 
posés d*un même nombre de triangles semblables et 
semblablèment disposés. 

Scholie. La proposition inverse est également vraie : 
si deux polygones sont composés d'un même nombre 
de triangles semblables et semblablèment disposés, ces 
ileux polygones seront semblables* 

Gar la similitude des triangles respectifs donnera 
l'angle ABG=FGH , EGA =i GHF , AGD =FHI ; donc 
BGD= GHI, de même GD£=HIK , etc. De plus , on 
aura AB : FG :: BG : GH :: AC : FH :: GD : Hl, etc. ; 
donc les deux polygones ont les angles égaux et les côtés 
proportionnels ; donc ils sont semblables. 

PROPOSITION XXVII. 



A 



THEOREME. 



Les contours ou périmètres des polygones sem- 
blables sont comme les cotés homologues ^ et leurs 
surfaces sont comme les qtmrrés de ces mêmes côtés, 

fi)$. 139. Gar, i^ puisqu'on a, par la nature des figures sem« 
blables , AB : FG :: BG : GH :: GD : HI , etc. , on peut 
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conclure de cette suite de rapports égaui : La somme 
des antécédents ÂB+BC-fCD, etc., périmètre de la 
première figure , est à la somme de^ conséquents 
FG + GH + HI , etc. , périmètre de la seconde figure , 
comme un antécédent est à son conséquent, ou comme 
le coté A B est à son homologue FG. 

3° Puisque les triangles ABC , FGH sont sembla- 
bles , on a"^ ABC : FGH :: AG : FU ; de même les trian- « ,5. 
gles semblables AGD , FHI , donnent AGD : FHI :: 

AG : FH ; donc , à cause du rapport commun AG : FH, 
on a, 

ABG:FGH::AGD:FHL 

Par un raisonnement semblable on trouverait, 

AGD:FH1::ADE:F1K; 
et ainsi de suite, s'il y avait un plus grand nombre de 
triangles. De celte suite de rapports égaux on conclura : 
La somme des antécédents ABG + AGD + ADË , ou le 
polygone A6GD£ , est à la somme des conséquents 
FGH+FHI+FIK, ou au polygone FGH IK , comme 
un antécédent ABG est à son conséquent FGH , ou 

comme AB est à FG ; donc les surfaces des polygones 
semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés 
homologues. 

Corollaire* Si on construit trois figures semblables dont 
les côtés homologues soient égaux aux trois côtés d'un 
triangle rectangle , la figure faite sur le grand côté sera 
égale à la somme des deux autres : car ces trois figures 
sont proportionnelles aux quarrés de leurs côtés homo- 
logues ; or , le quarré de l'hypoténuse est égal à la 
somme des qyarrés <£s deux autres côtés ; donc , etc. 
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PROPOSITION XXVllL 



THEOfiEME. 



fig. i3o. Les parties de deux cordes AB , CD , qtd se cou- 
pent dans un cercle , sont réciproquement proportion- 
nelles, c est-à-dire qu'on a AO : DO :: CD : OB. 

' Joignez AG et BD : dans les triangles ACO , BOD, 
les angles en O sont égaux comme opposés au sommet ; 
Tangle A est égal à Tangle D , parce qu'ils sont inscrits 

* 18, a. dans le même segment* ; par la même raison l'angle 

C = B ; donc ces triangles sont semblables , et les cotés 
homologues donnent la proportion AO : DO :: GO 3 OB. 
Corollaire. On tire de-là AO X OB=DO x CO : donc 
le rectangle des deux parties de l'une des cordes est égal 
au rectangle des deux parties de l'autre. 

PROPOSITION XXIX. 

THEOBEBIE. 

fig. i3i. Si d'un même point D , pris hors du cercle, on 
mène les sécantes OB, OC, terminées à Varc concaç^e 
BC, les sécantes entières seront réciproquement pro^ 
portionnelles à leurs parties extérieures, c'est-à-dire 
qu'on aura OB : OC :: OD : OA. 

Gar , en joignant AG , BD , les triangles OAG, OBD, 

* 18, 2. ont l'angle O commun; de plus rangfe B = G*; donc 

ces triangles sont semblables; et les côtés homologue» 
donnent la proportion , 

OB : OG :: OD : OA. 

Corollaire, Donc le rectangle OA X OB , est égal au 
rectangle OG x OD. 

Scholie, On peut remarquer que cette proposition a 
beaucoup d'analogie avec la précédente , et qu'elle n'en 
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diflere qu^en ce que les deux cordes ÂB , CD , au lieu 
de se couper dans le cercle , se coupent au-dehors. La 
proposition suivante peut encore être regardée comme 
un cas particulier de celle-ci. 

PROPOSITION XXX. 

théobeme. 

Si (fun même point Opris hors du cercle on mène %• i32^ 
une tangente OA et une sécante OC, la tangente sera 
moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie 
extérieure; de sorte qu'on aura OC : OA :: OA : OD ^ 

ou, ce qui radient au même, OA = OC x OD. 

Car, en joignant AD et AG, les triangles OAD, OAG, 
ont Tangle O commun ; de plus Fangle OAD , formé 
par une tangente et une corde*, a pour mesure la moitié * 19, >. 
de l'arc AD, et Fangle C a la même mesure ; donc Tangle 
OAD=C ; donc les deux triangles sqnt semblables , et 
on a la proportion , 

OC: OA::OA: OD, 

■ m M » 

qui donne OA = OC X OD- 

PROPOSITION XXXI. 

théobeme. 

Dam un triangle ABC , si on divise V ongle A en deux parties ftg. i3^, 
égales par la ligne AD, le rectangle des côtés AB, AC, sera égal 
au rectangle des segments BD , DC , plus au quarré de la se* 
cante AD. 

Faites passer une circonférence par les trois points A , B , C , 
prolongez AD jusqa^à la circonférence , et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable au triangle EAC; car, par 
•hypothèse , Tangle BAD = EAC ; de plus Tangle B = E , puis- 
qu'ils ont tous deux pour mesure la moitié de l'arc AC ; donc ces 
triangles sont semblables, et les côtés homologues donnent la 
proportion BA : AE : : AD : AC : de là résulte B A X AC = AE X 
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AD ; mail A£ = AD + DE , et en maltipliant de part et d'autre 

par AD , on a AE X AD = AD + AD X DE ; d'ailleurs AD X 
* a8. DE = BDXDC* ; donc enfin 

BA X AC= ÂD V BD X DC. 

PROPOSITION XXXII. 

THÉORÈME. 

6g. 134. Dans tout triangle ABC, U rectangle des deux côtés AB, AC, 
est égal au rectangle compris par le diamètre CE du cercle cir- 
conscrit et la perpendiculaire AD abaissée sur le troisième 
côté BC. 

Car, en joignant AE, lei triangles ABD, AEC , sont rectan- 
gles , l'un en D , l'autre en A ; de plus Tangle B = £ ; donc ces 
triangles sont semblables, et ils donnent la proportion AB : C£ 
:: AD : AC ; d'où résulte AB X ACi= CEx AD. 

Corollaire. S» on multiplie ces quantités égales par la même 
quantité BC , on aura ÂB X AC X BC = CE X AD X BC. Or , 
* 6. ADXBC est le double de la surface du triangle* ; donc le pro- 
duit des trois côtés d'un triangle est égal à sa surface multipliée 
par le double du diamètre du cercle circonscrit. 

Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide, par 
une raison qu'on verra ci-après. Sa valeur se conçoit aisément, 
en imaginant que les lignes sont re'duites en nombres, et multi- 
pliant les nombres dont il s'agit. 

Scholie. On peut démontrer aussi que la surface d'un triangle 
est égale à son périmètre multiplié par la moitié du rayon du 
cercle inscrit. 
fig. 87. Car les triangles AOB, BOC, AOC, qui ont leur Sommet com- 
mun en Q, ont pour hauteur commune le rayon du cercle 
inscrit ; donc la somme de ces triangles sera égale à la somme des 
bases AB, BC, AC, multipliée par la moitié du rayon OD ; donc 
la surface du' triangle ABC est égale à son périmètre multiplié 
par la moitié du rayon du cercle inscrit. 
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' PROPOSITION XXXIII. 

' THEOREME. 

Dans tout- quadrilatère inscrit ABGD, le nectangU des deux fig. i35. 
diagonales AC, BD, est égal à la somme des rectangles des côtés 
opposés y de sorte qu'on a 

AC X BD = ABX CD + AD X BC. 

Prenez Tare CO=:AD, et tirez BO qui rencontre la diagonale 
AC en I. 

L^angle ABD=: CBI, puisque Tun a pour mesure la moitié de 
AD, et Tautre la moitié de CO égal à AD. L*angle ADB = BCI, 
parce qu'ils sont inscrits dans le même segment AOB ; donc le 
triangle ABD est semblable au triangle IBC, et on a la propor- 
tion AD : CI : : BD : BC ; d'où résulte ADXBC= CIxBD. Je dis 
maintenant que le triangle ABI est semblable au triangle BDC; 
car Tare AD étant égal à CO, si on ajoute de part et d'autre OD, 
on aura Tare AO=DC ; donc Tangle ABI = DBC ; de plus Tangle 
BAI=:BDC , parce qu'ils sont inscrits dans le même segment ; - 
donc les triangles ABI, DBC, sont semblables, et les côtés bomo> 
logues donnent la proportion AB : BD : : AI : CD ; d'où résulte 
ABXCD = AIXBD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que AI X BD 
4-Cf XBD = (AI+CI) X BD =rAC X BD, on aura AD X BC 
+ABXCD=:ACXBD. 

Scholie. On peut démontrer de la même manière un autre 
théorème sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC, donne la proportion BD; 
'BC : : AB : Bl , d'où résulte BI X BD = BC X AB. Si on joint 
CO, le triangle ICO, semblable à ABI, sera semblable à BDC, et 
donnera la proportion BD : CO : : DC : 01 ; d'où résulte OIX BD 
= CO X DC, ou, à cause de CO = AD, 01 X BD = AD X DC. 
Ajoutant les deux résultats, et observant que BI X BD + 01 X 
BD se réduit à BOx BD, on aura, 

BO X BD = AB X BC + AD X DC. 

Si on eût pris BP = AD , et qu'on eut tiré CKP , on aurait, 
trouvé par des raisonnements semblables , ^ 

CPX CA = AB X AD + BC X CD. 

Mais Tare BP étant égal à CO, si on ajoute de part et d'autre 
BC, on aura Tare CBP = BCO; donc la corde CP est égale à la 
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corde BO, et par eoniequent lei rectangles BOXBD et CPXCA 
sont entre eux comme BD est à CA ; donc, 

BD : CA : : AB X BC + AD X DC : AD X AB + BCX CD. 

Donc les deux diagonale» d'un quadrilatère inscrit sont entre 
elles comme les sommes des rectangles des côté» qui aboutissent 
à leurs extrémités. 

Ces deux théorèmes peuvent seryir à trouver les diagonales 
quand on connaît les côtés. 

PROPOSITION XXXIV. 

THEOREME. 

fig. 1 36. Soit P un point dorme au'dedans du cercle sur le rajron AC, et 
soit pris un point Q au'dehors sur le prolongement du même 
rayon , de sorte qu'on ait CP : CA : : CA : CQ ; si d'un point 
quelconque M de la circonférence on mène aux deux points P et 
Q les droites MP, MQ, Je dis que ces droites seront partout dans 
tm même rapport, et qu'on aura IdP : MQ : : AP : AQ. 

Car on a, par hypothèse , CP : CA : : CA : CQ ; mettant CM à 
la place de CA, on aura CP : CM : : CM : CQ ; donc les triangles 
CPM, CQM, ont un angle e'gal C compris entre côtés proportion- 

* 30 , 3. nels ; donc ils sont semblables*; donc le troisième oSté MP est 
au troisième MQ comme CP est à CM ou CA. Mais la proportion 
CP : CA :: CA : CQ donne , dii^idendo, CP : CA :: CA— CP : CQ 
— CA, ou CP : CA : : AP : AQ, donc MP : MQ : : AP : AQ. 
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Pi'oblémes relatifs au Upre III, 



PROBLEME PREMIER. 



Diviser une ligne droite donjtée en tant de parties 
égales qu^on voudra^ ou en parties proportionnelles 
à des lignes données, 

1^ Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq par- fig. 137. 
tîes égales ; par Textrémité A on mènera la droite indé- 
finie AG , et prenant AG d'une grandeur quelconque , 
on portera AG cinq fois sur AG. On joindra le dernier 
point de division G et l'extrémité B par la ligne GB, 
puis on mènera GI parallèle à GB ; je dis que AI sera 
la cinquième partie de la ligne AB , et qu'ainsi en por- 
tant AI cinq fois sur AB , la ligne AB sera divisée en 
cinq parties égales. 

Gar, puisque GI est parallèle à GB , les côtés AG, 
AB , sont coupés proportionnellement en G et l'". Mais ' i5. 
AG est la cinquième partie de AG ; donc AI est la cin- 
quième partie de AB. 

2° Soit proposé de diviser la ligne AB en parties pro- fig- 138. 
portionnelles aux lignes données P , Q , R. Par l'extré- 
mité A on tirera l'indéfinie AG , on prendra AG =sP, 
GD= Q, D£ = R, on joindra les extrémités E et B, et 
par les points G, D, on mènera GI, DR, parallèles à 
£B ; je dis que la ligne AB sera divisée en parties AI , 
IK , RB , proportionnelles aux lignes données P, Q, R. 

Gar , à cause des parallèles GI , DK , EB , les parties 
AI, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AG, 
GD, DE*; et par construction celles-ci sont égales aux • i5. 
lignes données P, Q, R. 



PROBLEME ir. 



Tromper une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données Â , B , G. 
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GioméTAiB. 



H' >39. Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA = A et DB=B, 
sur DF prenez DG = G , joignez AG , et par le point 
B menez BX parallèle |l AG ; fedis queDX sera la qua- 
trième proportionnelle demandée : car , puisque BX est 
parallèle à AG, on a la proportion DA :. DB : : DG : DX ; 
or , les trois premiers termes de cette proportion sont 
égaux aux trois lignes données ; doue DX est la qua- 
trième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisième 
proportionnelle aux deux lignes données A, B ; car elle 
sera la même que la quatrième proportionnelle aux trois 
lignes A, B, B, 

PROBLEME III* 

Troui^er une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données A et B. ' 

fig. i4o. Sur la ligne. indéfinie DF prenez DE s=: A, et EF=B : 
sur la ligne totale DF comme diamètre, décrivez la 
demi- circonférence DGF; au point E élevez sur le 
diamètre la perpendiculaire EG , qui .rencontre la cir- 
conférence en G ; je dis que <£G sera la moyenne pro- 
portionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GE, abaissée d'un point de 

la circonférence sur le diamètre , est moyenne pro- 

• portionnelle entre les deux segments du diamètre DE, 

*s3. EF* : or , ces segments sont égaux aux lignes données 

A et B, 

PROBLEME IT. 

fig. i4i. Dii^iser la ligne donnée AB eis deux parties , de 
•manière que la plus grande soit moyenne proportion" 
nelte entre la ligne entière et Vautre partie, 

A l'extrémité B de la ligne AB élevez la perpendicu- 
laire BG égale à la moitié de AB \ du point G comme 
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centre , et èù rà^M> CB éierives: une éh^éonfëi^yce , 
tmsz Afi'y qwi eou^ra la circonférence eh D , etprehex 
AFssiAÏ) ^ je dis qtfe la Kgné AB sef a di^visée att* point 
F de la' manière demandée, e-ést-à-dîré qu'oii' aùVàt 
ABiAF.-îiAFrFB. 

Car AB étant perpendiculaire' à Texti^mitédu raybA 
CB , est une tangente ; et si on prolonge AC jusqu'àce 
qti'elle l^encontre de nouveau la circonférence en E , 
on aura * AÉ : AB ;: AB : AD ; donc , diuidendo, ÂE *5o, 
■^—-AB : AB :; AB — AÏ) : AU. Mais, puisque le rayon 
"Èd est la moitié de ÂB , lé diamètre DE est égal à 
AB, et par conséquent AE — AB = AD=AF; on a 
aussi, à cause de AF'=Ab, AB» — AD=FB^ donc 
AF : AB :: FB : AD ou AF ;. donc , iiu^ertendo, AS : AF 
:i AF : FB. 

Stholie. Éette s6ï*%é de diVi^io^ de ta ligné AÉ s'kp- 
pelle division en moyenne et extrême raison .• on' etf 
verra des usages. On peut remarquer que la sécante 
AE est divisée en moyenne et extrême raison au point 
D ; car , puisque AB=DE , on a AE: DE:: DE : AD. 



prob^lême y. 



jPâT éà point donné A dan^ fan^le doRfiê B€iD,^fis. i4> 
Urer hâ ligne BD de mahïère qm lespokiêé A®, ÀIKy 
comprises entre ie pôijït A • éf lés^ deux câfé^ dé 
féM^ie, sâienf égales-, 

Prfif tejj^ôint A menez' AE parallèle à CD , preniez 
B£=CE, et par les points' B et A tirez BAD, qui 
sera la ligne demandée'. 

Cai*, AE étant parallèle à CD, on a B£ : £C ::BA : 
AD ;. or BE =EG ; donc BA = AD, 



PROBLEME -Vt. 



Fcùreun (ptarré éfpwale^ à wn pafedlélôgramine 
ou à uni tr^iamglé dùMé, 

1 
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6g. 143. lo Soit ABCD le parallélogramme donné, AB sdt 

* base, DE sa hauteur : entre AB et DE cherchez une 

* pr. 3. moyenne proportionnelle XY * ; |e dis que le quarré 

fait sur XY sera équivalent au parallélogramme ABCD. 

Car on a , par construction , AB : XY :: XY : DE ; donc 

XY=ABxDE : or ABxDE est la mesure du pa- 

rallélogramme , et XY celle du quarré , donc ils sont 
équivalents, 
lig. 144. a° Soit ABC le triangle donné, BC sa base, AD sa 
hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entre 
BC et la moitié de AD, et soit XY cette moyenne; 
je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car , puisqu'on a BC : XY : : XY : 7 AD , il en re- 

suite XY= BC X ^AD , donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 



problème' VII* 



fig. 145. Faire sur la ligne donnée AD un rectangle ADEX 
éqmi^alentau rectangle donné ABFC. 
' Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes AD, AB, AC, et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle , je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a AD : AB :: AC : AX, il en résulte 
ADxAX = ABxAC; donc le rectangle ADE^ est* 
équivalent au rectangle ABFC. 

PROBLEME YIII. 

fig. 148. Trouifer en lignes le rapport du rectangle des 
deux lignes données h, et ^ au rectangle des deux 
lignes données G et D. 

Soit X une quatrième proportionnelle aux . trois 
^ lignes B , C y D ; je dis que le rapport des deux lignes 
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À et X sera égal à celui des deux rectangles A x B , 
CxD. 

Car , puisqu'on a B : C :: D : X , il en résulte G x D 
=BxX; doncA xB : CxD:: AxB: BxX:: A : X. 

Corollaire. Donc, pour 'avoir le rapport des qûar- 
rés faits sur les lignes données A et C , cherchez une 
troisième proportionnelle X aux lignes A et C ^ en 
soi*te qu'on ait A : C :: C : X, et vous aurez A' : C' :: 



PROBLEME IX. 



Trouifcr en lignes le rapport du produit des trois fig. 149. 
lignes données A, J8 , C , au produit des trois lignes 
données P , Q , R. 

Aux trois lignes données P , A , B , cherchez une 
quatrième proportionnelle X : aux trois lignes données 
C , Q , R , cherchez une quatrième proportionnelle Y. 
Les deux lignes X , Y , seront entre elles comme les 
produits AxBxC, PxQxR. 

Car , puisque P : A :: B : X , on a A x Bszi P x X ; 
et, en multipliant de paifi et d'autre par C, AxB 
xC=CxPxX. De même, puisque Ç : Q :: R : Y, 
il en résulte Q X R= C x Y; et , multipliant de part et 
d'autre par P, on a PxQxR=Px Cx Y, donc le 
produit AxBxC est au produit PxQxR comme 
CxPxXest àPxCxY, ou comme X esta Y. 



PROBLEiiAE X. 



Faire un triangle équif^alent à un polygone donné. 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d'abord la fig. i46. 
diagonale CE , qui retranche le tHangle GDE ; par le 
point D menez DF parallèle à CE jusqu'à la rencontre 
de AE prolongé ; joignez CF , et le polygone ABCDE 
sera équivalent au polygone ABGF qui a un coté de 
moins. 
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Car les triangles CD£ , CFE, ont la base commune 
CE ; ik ont aussi même hauteur , puisque leurs- som- 
Mets D, F, sont situes sur uiitf Rgtie £>F parallèTe à la 
hiise ; doac ces triangles sont équivalents. Ajoutafht de 
part et* (f autre la figure ABCE ,. on aura d'un- côté le 
polygone ABCD^, et de l'autre Ib polfgoné AB^, 
qui seront équivalents^ 

On peut pareillement retrancher Tangle B'en substî^ 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent A0€! , et 
ainsi le pentagone ABDE sera* changé en un triangle 
équivalent GCF. 

Le même procédé s'appliquera à toute autre figure*; 
car en diminuant d'un à chaque fois le nombre des 
cotés , on finira par tomber sur le triangle équivalent. 

Scholie. On a déjà tu que tout triangle peut être 
* pr. 6. changé en un quarré équivalent ^, ainsi on trouvera 
toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 
donnée; c'est ce qu'on appelle quarrerlà figure recti- 
ligne , ou en trouver la quadrature. 

Le problê](ne dé la quadrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cerclé dont le dia- 
mètre est donné. 

PBrOBIfâHE XK 

Faire un quarré qui soit égal a là somme ou à la 
différence de deux quarrés donnés. 

fig. i4^. Soient A et B les dotés des quarrés donnés : 

i^ S'il faut trouver un quarré égal' à la somme de 
ces quarrés , tirez les deux lignes indéfinies ED , £F, à 
angle droit; prenez EDr=:A et EG = B, joignes DG, 
et DG sera le côté du quarré cherché. » 

Car le triangle DEG étant rectangle, le quarré fait 
•iir DG est égal à la- somme des quarrés faits sur £D 
et EG, 
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a* S*îi faut troavei* ud quari^ égal i la difierence 
des quarrés doniifé^, foreaez de .même Ji 'angle droit 
FEH , prenez GE égal au plus petit des cotés A et B ; 
du point G, comme centre, et d'un rayon GH égal à 
l'autre côté, déci-ive^ im arc qui coupe EH en H,; je 
<lis que le quarré fait sur EH sera égal à la diSér^encç 
des quarrés faits sur les lignes A et B. 

Car le triangle GEH est rectangle, Thypoténu^ 
GH=A, et le côté G£=B, donc le quarré lait sur 
EH , etc. 

Scholîe. On peut trouvçr ai.nsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarrés qu'on voudra ; car la pon- 
structîon qui en réduit deux à un seul , en réduira 
trois à deux , et ces deux-ci à un , ainsi des autr^. Il 
en serait de même si quelques-uns des quarré3 devaient 
-être soustraits de la somme des autres. 



vfiOiij.Emn xii.. 



Construire un .qui^^ré qui S0ii au quarré donné Hg. j5o. 
ABCD , comme la ligne M est à la ligne N.. 

Sur ïa ligne indéfinie EG , prenez EF = M^ et FG 
= N; sur EG, comme diamètre, décrivez luie demi- 
eireonférence , et au point F élevez sur le diamètre la 
perpendiculaire FH. Du point H menez les cordes 
HG, HE, que vous prolongerez indéfiniment: sur la 
première prenez HKj^ égale au côté AB du quarré 
donné , et par le point K menez RI parallèle à EG ; 
je dis que Hl sera le côté du quarré cherché. 

Car, à- cause -des parallèles Kl , GE, on a HI : HK :: 

HEiHGj doue JÏÏ:HR;:He': HG: mais dans le 
triangle reqtaqgle EHG*, le quarré dç HE est au "23^. 
quarr^ de HG cpmme le segment EF est au segment 

FG , CHi eomn^ M eftt à N , 'donc Hl : HK :: M : N» 
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Mais HK = AB; donc le 'quarré fait sur HI est au 
.quarré fait sur AB comme M est à N. 



PROBLEME XIII. 



fig i»9- Sur le côté FG , homologue à AB, décrire ua po- 
lygone semblable au polygone donne A6CDE. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC , 
KP : au point F faites l'angle GFH =BAG , et au 
point G l'angle FGH = ABG; les lignes FH.GH, se 
couperont en H , et FGH sera un triangle semblable 
à ABG : de même surFH, homologue à AG, construi- 
sez le triangle FIH semblable à ADG , et sur FI, homo- 
logue à AD , construisez le triangle FIEL^ semblable à 
ADE. Le polygone FGHIK seca le polygone demandé , 
semblable à ABGDE. 

Gar ces deux polygones sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablemeat 



* 26. placés *. 



PROBLEME Xiy« 



Deuxjigures semblables étant données , construire 
unejigure semblable qui soit égale à leur somme ou à 
leur différence. 

Soient A et B deilx côtés homologues des figures 
données, cherchez un quarré égal à la somme ou à la 
clifTérence des quarrés faits sur A ^^ ^ 9 ^^i^ ^ ^^ ^^^ 
de ce quarré, X sera dans la figure cherchée le côté 
hom\»logue à A et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problême 
précédent. 

Gar lés figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues ; or le quarré du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
côtés homologues A et 6 ; donc la figure faite sur le 
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côté X est égale à la somme ou à la difFérence des fi- 
gui'es semblables faites sur les côtés A et B. 

PBOBLEME XY. 

Construire unejigùre semblable à unejigure don^ 
née g et qui soit à cette figure dans te rapport donné 
deMàJi. 

Soit A UD coté de la figure donnée , X le coté homo- 
logue dans la figure cherchée; il' faudra que le quarré 
de X soit au quarré de A comme M est à N *. On trou- •47. 
vera donc X par le problême xii ; connaissant X , le 
reste s'achèvera par le problême xiii. 

PBOBLEME Xyi. 

Construire une figure semblable à la figure P et fig. i5i- 
équii^alente à la figure Q. 

Cherchez, le côté M du quarré équivalent à la figure 
P, et le côté lï du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrième proportionnelle atlx trois^ 
lignes données M,vN, AB; sur le côté X, homologue 
à AB , décrivez une figure semblable à la figure P $ je 
dis qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X , on 

aura P : Y :: AB : X ; mais , par construction , AB : X :: 

M i N , ou AB': x':: m" : N*; donc P : Y :: m" : N. Mais 
on a aussi , par construction , M»= P et N* =Q ; donc 
P : Y :: P : Q; donc Y =Q ; donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P, et équivalente à la figure Q. 



PBOBLEME XVII. 



Construire tm rectangle équivalent à un quarré fig. 1 
donné C, et dont les cotés adjacents fassent unc^ 
somme donnée AB. 



Sa-. 
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Suf AB ) Qwa^ttke iiamèXre , décrivez une 4eiiii-.<irr- 
conférence , m^nez parallèlepxeiil ^u dif mc^x^e ia Ugoe 
DE à une distance AD égale au coté du quarré donné C. 
Du point £ , où la parallèle coupe la circonférence , 
abaissez sur le diamètre la perpetndicujlalre JEÏ*-; je dis 
que A F et FB seront les côtés du rectangle cbefché. 

Car leur somme est égale à AB ; et leur rectangle 
*33. AFxFB est égal au quarré de £F*, ou au quarré 
de AD; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné C. 

Scholie. Il faut, pour que le problême spit possible , 
que la distance AD n'excède pas le rayon , c'est-à-dire 
que le côté du quarré G n'excède pas la moitié de la 
ligne AB. 

PROBLEME XYIJI. 

lig. i53. Construire un rectangle équif^eUent à un quarré C , 
€it dont Us fiâtes adjacents aient entre eux la diffé- 
rence donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB , comme diamètre , décrîvez^ 
une circonférence; à l'extrémité du diamètre, menez 
la ^aogeiKe AD égale «u cAté du quarré G : par le 
point D et le centime O tirez la sécante D£ ; je dis que 
£^ et DF seront les côtés adjacents du iretûtangle de- 
mandé. 

Gar lo la difféi'ence ^e ces côtés est égale au dia- 
mètre EF ou AB j 2® le rectangle DE x DF est égal 

* 3o. à AD * ; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné G. 

PROBLEME XIX. 

Tvpuyer la commune mesure , s^il y en a uiie , 
^ entre la diagonale et le côté du qufirré* 
fig. i54. Soit ABCG un quarré quelconque , AG sa diagonale. 
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U fa|i| d^abord porter GB ear GA aulfuit 4e ts^ 
qu*il pe^t y iixe cQatenu*, et pour cola soit décrit *proh. 17, 
di^ .cc^tr^e G €^ du i:ayon G^ le demi-cercle DSE : on 
voit que GB est contenu une fois dans AG avec le 
«este AJD4 le vhiAlàt ,de la pi:einiére>opériitiqn est donc 
ie quatiest i avec le i:esie AJ>^qu*il faii^ comparer avec 
fifi ou fion légale AB.. 

On peut prendre AF=sAD, et porter réellement , 

AF sur AB ; on trouverait qu'il y est contenu deux fois 
avec un reste : mais comme ce reste et les suivants vont 
eo diminuant, et que bien tôt ils échapperaient par leur 
petitesse , ce ne serait là qu'un moyen méca^nique impar- 
fait , d'oîi l'on ne pourrait rieo conclure pour décider 
si les lignes AG , GB, ont entre elles ou n'ont pas une 
commune mesure : or il est uu moyen très -simple . 
d'éviter les lignes décroissantes , et de n'avoir à opérer 
que sur des lignes qui restent toujours de la même 
grandeur. 

£n effet» l'angle ABG étant droit, AB est une tan- 
gente, et AE une sécante menée jdu. même point, de 
sorte qu'on a * AD : AB : : AB : AE. Ainsi dans la se- * 3o. 
conde opération , où il s'agit de comparer AD avec AB, 
on peut , au lieu du rapport de AD à AB , prendre 
celui de AB à AE : or AB ou son égale GD est conte- 
nue deux fois dans AE avec le reste AD ; donc le ré- 
sultat de la seconde opération est le quotient 2 avec le 
reste AD qu'il faut comparer à AB. 

La troisième opération , qui consiste à comparer AD 
avec AB, se réduira de même à comparer AB ou son 
égale GD avec AE , et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste*. 

De là on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née , et qu'ainsi il n'y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré : vérité qui était déjà 
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connue par rarithmétique (puisque ces deux lîf^ne» 
* II. sont entre elles :: |/ a : i ) *, mais qui acquiert un 
plus grand degré de clarté par k résolution géomé- 
trique. 

Scholie. Il n'est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré; mais on peut en approcher tant 
qu'on voudra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport. La première opération a . 
donné pour quotient i ; la seconde et toutes les; autres 
à l'infini donnent a : ainsi la fraction dont il s'agit 



est I -♦- 






• etc. à l'infini. 

^ Par exemple , si on calcule cette fraction jusqu'au 
quatrième terme inclusivement , on trouve que sa va- 
leur est I ~ ou ~ ; de sorte que le rapport approché 
de la diagonale au côté du quarré est : : 4^ • 29- On 
trouverait un rapport plus approché eu calculant ua 
plus grand nombre de terme&. 
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LES POLYGONES RÉGTJLÎERS, 
ET LA MESURE DU CERCLE. 



DEFIHITIOir. 

Uff polygone qui est à-)a-(bis ëquiangle et équiktéral, 
8* af pelle poiygone régulier. 

11 y a des polygones réguliers de tout nombre de 
côtés. Le triangle équi latéral est celui de ti'ois côtés; 
et le quarré 9 celui de quatre. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Deux polygones réguliers d^un même nombre de 
côtés' sont deuxjigures semblables, , 

Soient, par exemple, les deux hexagemes réguliers fig i55. 
ARCDEF, abcdef; la somme des angles est la même 
dans Tune et dans Tau tris figure ; elle est égale à huit 
angles droits "*"• L'angle A est la sixième partie de cette 'aS. i. 
somme aussi bien que l'angle a; donc les deux angles 
A et a sont égaux ; il en est par conséquent de même 
des angles B et h, des angles C et c, etc. 

De plus, puisque par la nature de ces polygones les 
côtés AB, BC, CD, etc., sont égaux, ainsi que ah, bc, 
cdf etc. , il est clair qu'on a les proportions XB i ab :i 
BC : 2»c : ; CD : cd, etc. ; donc les deux figures dont il 
s'agit ont les angles égaux et les côtés homologues pro- 
portionnels ; donc elles .sont semblables*. *iw V 
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Corollaire. Les pénmètres de deux polygones régu- 
liers d*un^fnérne nombre de côtés sont entre eux comme 
les côtés homologues, et leurs surfaces sont comme les 
* 37' 3- quari*és de ces mêmes eotés *. 

Scholie, L'angle d*un polygone régulier se détermine 
par le nombre de ses côtés concime pçUi 4*ua pc^ygoae 
*ao, I. équianglç*. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans le 
cercle , et j>eut lui être circonscrit. 
«g. i56. Soit ABCDE , etc., le polygone dont il s'agit , im^t- 
ginez qu'on fasse passer une circonfëi^cnce par les trois 
points A , B , € ; soit O son centre , et OP la perpen- 
diculaire abaissée sur le milieu du côte BO; joignez. 
AO et OD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA petfc- 
vent être superposés : en effet le côté OP est commua, 
l'angle OPCs=OPB, puisqu'ils sont droits; donc le 
côlé PC s'appliquera sur son égal PB, et le point C 
tombera en B. De plus, par la nature d« polygone, 
l'angle PCD=::PfiA« donc £0 prendra la direction 
BA, et puisque CP :r=BA 9 Jk point D tomben^e en A , 
et les deux quadrilatères co'^cideiroiit enlièrement Tua 
avec l'autre. L^ distance OD est doric égale à AO, ^ 
par conspuent la circonférence qui passe par les trois 
|K4Qts A , B, C, passera aussi par le poioA D: mais, 
par un raisomi.e|iieDt c^ejtnbUbW, on prouvera que la 
^rco^féi^enoe qqi passe par les troi« sommets B,C, D, 
passer.a par» le sommet suivajit E , et ainsi de suite ; 
donc la même ^i^'oonférence qui passe par les points 
A , B , G , passe pfir tous Iqs sommes des ^ngles du 
polygone ,' et le polygone est inscrit dans cette ciixon- 
iercnce. 
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Eo second lieu , par rapport à cette ciroonféreMe , 
tous les côtés AB, BO, CD, etc., sont des cordes égales; 
elles sont donc égalemeiït éloignées du centre'" ^ dontt *8, a^ 
si du point O , comme centre f et du rayon OP, ofi 
décrit une circonférence, cette circonférence touchera 
le côté BC.efr tous les autres* côtés du pol^^gone v. chacun 
dans son milieu , et la ciixonférence sera' inscrite dans 
le polygone , ou le polygone circonscrit à la circon- 
férence. 

Scholie I. Le point O, centre cônlmun du cercle 
inscrit et du cercle circionscfitypeut être regardé aussi 
corame le centre du polygone , et par cette raisoiS on 
appelle' a/2g^/e au centre, Tangle AOB formé par les 
deux rayons menés aux extrémités d'un même côté AB. 

'Puisque toutes les cordes AB, BC , etc. , sont égale», 
il est dair que tous les angles au^ centre sont égaux , 
et qu'ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant' 
qiiatre angles- droits par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie II. Pour inscrire un polygone régulier d'u» 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née, il BC s'agjt que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés ; car ,. les ares étant égaux ,. les cordes AB , BG , tîg. i58. 
CD , etc. ,. seront égitles ; les triangles ABO , BOC , 
'COD , etc. , seront égaux aussi, parce qp'ib sont équi* 
latéraux entre eux ; dx)nc tous les angles ABC , BCD ,. 
CPË ,' etc. , seront égaux ; donc k figure ABGDE , etc., 
sera un polygpne régulier. 

PROPOSITION III* 

PROBLÈME. 

Inscrire un quarré dans une circonférence donnée* 
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fig. 157. TîreE deux diamètres AC, BD, qui se coupent à 
angles droits ; joignes les extrémités A , B , C , D , et la 
figure ABCD sera le quarré inscrit : car les angles 
AOB , BOG , etc. , étant égauY , les cordes AB , BC , etc., 
sont égales. 

Scholie* Le triangle BOG étant rectangle et isoscèle, 

* II, 3. on a * BG : BO :: I/2, : i ; donc le côte du quarre' inscrit 

est au rayon comme la racine quarrée de 2 est h Vunitém. 

PROPOSITION IV. 

PROBLEME» 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle équi- 
latéral dans une circonférence donnée, 
fig. i58. Supposons le problème résolu , et soit AB un côté 
de l'hexagone inscrit; si on mène les rayons AO, OB, 
je dis que le triangle AOB sera équilatéral. 

Gar Tangle AOB est la sixième partie de quatre an- 
gles di'oits ; ainsi en prenant Fangle droit pour unité , 
on aura AOB=^ = |^: les deux autres angles ABO , 
BAO , du même triangle valent ensemble 2 — J ou | , 
et comme ils sont égaux , chacun d'eux = \ ; 4onc le 
triangle ABO est équilatéral ; donc le côté de Thexagone 
inscrit est égal au rayon. 

Il suit de là' que pour inscrire un hexagone régulier 
dans une circonférence donnée , il faut porter le rayon 
six fois sur la circonférence , ce qui ramènera au même 
point d'où on était parti. 

L'hexagone ABGDEF étant inscrit , si l'on joint les 
sommets des angles alternativement , on formera le 
triangle équilatéral AGE. 

Scholie. La figure ABGO est un parallélogramme et 
même un losange , puisijue AB == BG = GO = AO ; 

* t4, 3. donc * la somme des quarrés des diagonales AG + BO, 

est égale à la somme des quarrés des cotés , laquelle 
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est 4 AB ou 4 KO ; retranchant de part et d'autre BO , 

il restera "AC = 3 BO'; donc ^*:^':: 3 : i , ou 
AC : BO :: |/3 : i ; donc le coté du triangle équUatéral 
inscrit est au rayon comme la racine quarree de 3 est 
à l'unité. 

PROPOSITION V. 



PROBLEME. 



Inscrire dans un cerxle donné un décagone régu- 
lier, ensuite un pentagone et un pentédécagone. 

Divisez le rayon AO en moyenne et extrême raison fig. iSg. 
au point M*, prenez la corde AB égale au plus grand JiJ'^t**'^' 
segment OM , et AB sera le côté du décagone régulier 
qu'il faudra porter dix fois sur la circonférence. 

Car en joignant MB , on a~ par construction AO : 
OM :: OM : ÂM ; ou , à cause de AB = OM, AO : AB 
:: AB : AM ; donc lés triangles ABO , AMB , ont un 
angle commun A compris entre côtés proportionnels ; 
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos- *to, 3. 
cèle 9 donc le triangle AMB Test aussi , et on a AB = 
BM : d'ailleurs AB = OM ; donc aussi MB = OM ; donc 
le triangle BMO est isoscèle. 

L'angle AMB , extérieur au triangle isoscèle BMO , 
est double de l'intérieur O * ; or l'angle AMBsMAB; *i9, i. 
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
la base , OAB ou OBA , est double de l'angle au som- 
met O ; donc les trois angles du triangle valent cinq 
fois l'angle O , et ainsi l'angle O est la cinquième partie 
de deux angles droits , ou la dixième de quatre : donc 
l'arc AB est la dixième partie de la circonférence , et la 
corde AB est le côté du décagone régulier. 
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Corollaire I. Si on \olnï de deux eif deux leà commets 
du décagone régulier, on formera le pentagone régu- 
lier ACEGI. 

Corollaire IL ÂV étant tôofours le coté du déca- 
goûe, soit AL le côté de Fhexagone ; alors Tare BL sera , 
par rapport à la circonférence , ^ — ir ou -j^ ; dote la 
corde BL sera le côté du pentédécagone ou polygone 
régulier de i5 côté^. On voit en niéme' temps que Tare 
CL est le tiers de CB. 

Scholie, Un polygone régfùKér étant inscrit , si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties* égales', et qu'on tire les cordes des demi-afcs , 
celles-ci formeront un nouveau polygone régulier d*uii 
nombre de côtés double : ainsi on voit que le quarré 
peut servir à inscrire successivement les polygones ré- 
guliers de8 , i6, 3a, etc. , côtés. De même Pbexagbne 
, servira à inscrire les polygones réguliers de la, af» 
48 , etc. , côtés ; lé décagone , des polygones de ao , 
40 » 8ô , etc. y côtés ; ib pentédécagone , de^ polygones 
^ de 3o , 60 , lao , etc. , côtés (i)« 

PHO^POSlTrON VL 

p'Bd'BLEME» 

fig. 160. Étantdonné lepolygonerégulier inscrit ABCD,€tc.^ 
circonscrire à la même circonférence un polygone 
semblable, 

(1) Oh a cru long-temps que ces polygones étaîéiit tés seuls 
qui pussent être inscrits par les procédés dé la géométrie éié^ 
mentaîre, ou, ce qui revient au même, par la'résolutiob desr 
équations du premier et du second degré : mais M. Gausff 11 
prouvé, dans un ouvrage intitulé Disquisitiones Jrithmeticœ , 
Lipsiœ', 1801, qu'on peut inscrire par de semblables moyens 
le polygone régulier de dix sept côtés, et en général celui de 
a" 4-1 côtés, potirru que lijn^i soit uti nombie premier. 
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Au point T, milieu de l'arc AB, menez la tangentéGH, 
qui sera parallèle à AB * ; faites la même chose au milieu * lo, 9. 
de chacun des autres arcs BC , CD , etc. , ces tangentes 
formeront par leurs intersections le polygone régulier 
circonscrit GHIK, etc. , semblable au polygone inscrit. 
Il est aisé de voir d'abord que les trois points O , 
B , H , sont en ligne droite , car les triangles rectangles 
OTH , OHN , ont l'hypoténuse commune OH , et le • 
coté OT = 0N ; donc ils sont égaux * ; donc l'angle * i8, i. 
TOH=HON, et par conséquent^la ligne OH passe 
par le point B mili'eu de l'arc TN : par la même raison 
le poiât I est sur le prolongement de OC , etc. Mais , 
puisque GH est parallèle à A6 et Hl à B,G , l'angle 
GHI = ABC * ; de même HIK = BCD , etc. ; donc les * a6, 1. 
angles du polygone circonscrit sont égaux à ceux du 
polygone inscrit. De plus , à cause de ces mêmes 
parallèles, on a GH : AB::OH :OB, et HItBC:: 
OH:OB; donc GH : AB :: HI : BC. Mais AB=aBC, 
donc GH = Hl. Par la même raison HI =2 IK / etc. ; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux entre 
eux ; donc ce polygone est régulier et semblable an 
polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement , si on donnait le po* 
lygone circonscrit GHIK , etc. , et qu'il fallût tracer 
par son moyen le polygone inscrit ABC , etc. , on 
voit qu'il suffirait de mener aux sommets G, H, I, etc., 
du pplygone donné les lignes OG y OH , etc. , qui ren- 
. contreraient^la circonférence aux points A , B^ C , etc* ; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB, 
BC , etc. , qui formeraient le polygone inscrit» On 
pourrait aussi , dans le même ca&j joindre tout sim* 
plement les points é(e contact T, N , P, etc., par les- 
cordes TN , NP, etc. , ce qui formerait également un 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire II. Donc on peut circonscrire à un cercle 

8 
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lionne tous les polygones réguliers qu'on sait inscrire 
dans ce ceixde , et réciproquement. 

PROPOSITION VIL 

THEOBEME. "^ 

L'aire d'un polygone régulier est égale à son pé- 
rimètre multiplié par la moitié du rayon du cercle 
inscrit. 

4 

iSg. 160. Soit , par exemple , le polygone régulier GHIK, etc. ; 
le triangle GOH a pour mesure GH x 7OT, le triangle 
OHI a pour mesure HI x jQN : mais ON = OT; donc 
les deux triangles réunis ont pour mesure (GH + HI) 
X ^OT. En continuant ainsi pour les autres triangles, 
on verra que la somme de tous les triangles , ou le 
polygone entier a pour mesure la somme des bases GH, 
HI , IK , etc. , ou le périmètre du polygone , multiplié 
par i OT, moitié dû rayon du cercle inscrit. 

Scholie. Le rayon du cercle inscrit OT n'est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on l'appelle quelquefois Yapotheme du 
polygone. 

PROPOSITION VIIL 

T.HEOREME. 

• 

Les périmètres des polygones réguliers d^un même 
nomjfre de côtés sont comme les rayons des cercles 
circonscrits , et aussi comme les rayons des cercles 
inscrits ; leurs surfaces sont comme les quarrés de 
ces mêmes rayons. 

fig. 161. Soit AB un côté de l'un des polygones dont il s'agit , 
O son centre , et par conséquent OA le rayon du cercle 
circonscrit , et OD, perpendiculaire sur AB, le^ayon 
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du cercle inscrit; soit pareillement ab le coté d'un autre 
polygone semblable , o son centre , oa et od les rayons- 
des cercles circonscrit et inscrit. Lés périmètres des ^ 
deux polygones sont entre eux comme les côtés AB et 
ab ; mais les angles A et a sont égaux comme étant 
chacun moitié de Tangle du polygone ; il en est de 
même des angles 6 et ^ ; donc les triangles ABO, abo 
sont semblables , ainsi que les triangles rectangles ADO, 
ado; donc AB : ab^y. AO : ao :: DO : io; donc les péri- 
mètres des polygones sont entre eux comme les rayons 
AO, ao, des cercles circonscrits, et aussi comme les 
rayons DO, do, des cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes' polygones sont entre elles * 

con^me les quarrés des côtés homologues AB, ab; elles 
sont par conséquent aussi comme les quarrés des rayons 
des cercles circonscrits AO, ao, ou comme les quarrés 
des rayons des cercles inscrits OD, od, 

PROPOSITION IX, 

Il E USI E* X 

Toute ligne courbe ou polygone qiderufeloppe d'une 
extrémité à l'autre la ligne convexe AMB est plus 
longue que la ligne em^eloppée AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous enten- fig. itfs. 
dons une ligne courbe ou polygone, ou en partie 
courbe et en partie polygone , telle qu'une ligne droite 
ne peut la couper en plus de deux points. Si la ligne 
AMB avait des parties rentrantes ou des sinuosités, 
elle cesserait d*être convexe , parce qu'il est aisé ()e 
voir qu'une ligne droite pourrait la couper en plus de 
deux points. Les arcs de cercle sont essentiellement 
convexes ; mais la proposition dont il s'agit maintenant 
- s'étend à une ligne quelconque qui remplit la condition 
exigée. 
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Gela posé , si la ligne AMB nest pas phis petile que 
toutes celles qui Tenveloppent , il existera parmi ces 
dernières une ligne plus courte que toutes les autres, 
laquelle sera plus petite que AMB, ou tout au plus 
égale à AMB. Sqit ACDEB cette ligne enveloppante ; 
entre les deux lignes menez partout où vous voudres 
la droite PQ , qui ne rencontre point la ligne AMB, 
ou du moins qui ne fasse que la toucher ; la droite PQ 
est plus courte -^ue PCDEQ ; donc , si à la partie 
PCD£Q on substitue la ligne droite PQ , on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB. 
Mais , par hypothèse , celle-ci doit être la plus courte 

r ^ de toutes ; donc cette hypothèse ne saurait subsister ; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
que AMB. 

Sg. i63. Scholie. On démontrera absolument de la même ma- 
nière qu'une ligne convexe et ^ rentrante sur elle- 
même AMB , est plus courte que toute ligne qui . Ten- 
velopperait de toutes parts, soit que la ligne enveloppante 
FHG touche AMB en un ou plusieurs points, soit qu'elle 
l'environne sans la toucher. 

PROPOSITION X. 

LEMME. 

Deux circonférences concentriques étant données, 
on peut toujours inscrire dans la plus grande un po* 
lygone régulier dont les côtés ne rencontrent pas la 
plus petite, et on peut aussi circonscrire à la plus 
petite un polygone régulier dont les côtés ne rencon- 
trent pas la grande; de sorte que dans Vun et dans 
Pautre cas tes côtés du polygone décrit seront renfer-- 
mes entre les deux circonférences, 

fi«. 164. Soient CA9CB, les rayons des deux circonférences 



données. Au pain! A menez ia tangente DE terrainée- 
à la grande circonférence en D et £ : inscrivez dans la 
grande circonférence l'un des polygones réguliers qu'on- 
peut inscrire par les problèmes précédents, divisez 
ensuite ies arcs sous. tendus par les côtés en deux 
parties égales , et menez, les cordes des demi- arcs ; vous 
aurez un polygone régulier d*uB nombre de côtés 
double. Continuez la bissection des arcs jusqu'à ce que 
vous pai*yeniez à un arc plus petit que DB£. S€>it 
MBN cet arc (dont le milieu est supposé en B) ; il est 
clair que la corde MN sera plus éloignée clu centre 
que D£ , et qu'ainsi le polygone régulier dont MN est 
le côté ne saurait rencontrer la circonférence dont GA 
est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées , joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q; PQ sera te 
côté d'un polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence , semblable au polygone inscrit dans la grande , 
dont le côté est MN. Or, il est dair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ ne saurait rencon- 
trer la grande circonférence , puisque CP est moindre 
que CM. 

Donc , par la même construction , on peut décnre 
un polygone régulie;r inscrit dans la grande circonfé- 
rence , et un polygone semblable cii*conscrit à la petite, 
lesquels auront leurs côtés compris entre les deux cir- 
conférences. 

Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG , 
iCH , on pourra de même i6scrii*e dans le plus grand 
«ne portion de polygone régulier, ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser l'arc 
FBG successivement en s, 4i B, i6, etc., parties aga- 
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les , ju8qu*i ce ciu*od parvienne à une partie plus petite 
que DB£. • 

Nous appelons ici portion de polygone régutier la 
figure terminée par une suite de cordes égales inscrites 
dans l'arc FG d'une extrémilé à l'autre. Celte portion 
a les propriétés principales des polygones réguliers , 
elle a les angles égaux et les côtés égaux , elle est à-la- 
Ibis inscriptible et circonscriptible au cercle; cepen* 
dant elle ne ferait partie d'un polygone régulier pro- 
prement dit , qu'autant que l'arc sous-tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquote de la circonfé- 
rence. 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons, et leurs surfaces comme les quar- 
rés des rayons, 

fig. i65. Désignons , pour abréger , par cire, CA la circonfé- 
rence qui a pour rayon CA ; je dis qu'on aura cire. 
CA : cire. QB : : CA : OB. 

Car , si cette proportion n'a -pas lieu, CA sera à OB 
comme cire. CA est à un quatrième terme plus grand 
ou plus petit que circ^ OB : supposons-le plus petit, et 
soit , s'il est possible , CA : OB : : cire. CA : cire. OD. 
Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 
un polygone régulier £FGKLE , dont les côtés ne 
rencontrent point la circonférence dont OD est le 
r 10. rayon '^ ; inscrivez un polygone semblable MNPTSM 
dans la circonférence dont CA est le rayon. 

Cela posé , puisque^ ces polygones sont semblables , 

•leurs périmètres MNPSM , £FGK£ sont entre eux 

, * 8. comme les rayons CA>s OB, des cercles circonscrits "^^ 
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€t on aura MNPSM : EFGKE : : GA : OB; mais, par 
hypothèse , GA : OB : : cire* GA : c/ro. OD ; doue 
MNPSM : EFGKE :: cire. CA: cire. OD. Or, celle 
proportion est impossible, car le contour MNPSM 
est moindre que cire. GA"** , et au contraire EFGKE * 9. 
est plus grand que cire. OD ; done iL est impossible 
que G A soit à OB comme cire. G A est à une eirGonfé»- 
rence plus petite que cire. OB , ou , en termes plus 
généraux , il est impossible qu'un rayon* soit à un rayon 
comme la eireouférence décrite du premier rayon est à 
une circonférence plus petite que la circonférence dé- 
crite du second rayon. 

De ta je conclus qn*on ne peut avofr non plus , GA 
est à OB comme cire. GA est à une circonférence plus 
grande que cire* OB ; car si cela était , on aurait , en 
renversant les rapports : OB est à G A comme une cir- 
conférence plus grande que cire. OB est h cire. GA , 
ou , ce qui est la même chose , comme rire. OB est à 
une circonférence plus petite que cire. GA ; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence dé- 
crite du premier rayon est à une circonférence plus 
getite que la cireonférenceolécrile du second rayon , ce 
qui a été démontré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion GA : 
OR: : cire. G A : X, ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cire. OB> il faut qu'il soit égal à cire. OB ; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles comme 
les rayons. 

Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables serviront à démontrer que les surfaces de» 
cercles sont comme les quarrés de leurs rayons* 
* Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur cette 
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire de la sui^ 
vante. 

Corollaire. Les arcs semblables AB , DE , sont 6g. iôSl 
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Gomine leurs rayons AC , DO , et les seolears sembla- 
bles AGB, DOE , soat comme les quarrés de .ces taètnes 
rayons • 
€ar , puisque les arcs sont .semblables, Tangle C est 

iÎt 9. ^^^ ^ TaYigle G *, or Tangle C est à quatre angles droits 
comme l'arc AB estl la circonférence en t|ère décrite 

* 17, a. du rayon AC *^ et Tangie O est à quatre angles droits 
comme Tare DE est à la drconférence décrite du rayon 
OD ; donc les arcs AB , DE , sont entra eux comme 
les circonférences dont ils font partie : ces circonféren* 
ces sont comme les rayons AG^ DO, donc arc AB : 
ûrcDE::AC:DO. 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE , sont 
comme les cerdes entiers, ceux-ci sont comme les 
quarrés des t'ayons ; donc sect. AGB : sect. DOE : : 

AC':"d5* 

PROPOSITION XII. 

TKEOREMC. 

L'aire du cercle est égale au produit de sa circon- 
férence par la moitié du rayon. 

Désignons par surf^ CA la surface du cercle dont le 
rayon est GA; je dis qu'on aura surf* GA=:f GAx 
, cire* GA. 
flf . \^6% " Gar si j CAx cire. GA n'est pas l'aire du cercle dont 
GA est le rayon , celte quantité sera' la mesure d'un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d'abord 
qu'elle est la mesure d'un cercle plus grand , et soit , 
s'il est possible , -^ BA x cire, GA c= surf. GB. 

Au cercle dont le rayon est GA circonscrivez un po- 
lygone régulier D£FG, etc., dont les cotés ne rencon- 
* 10. Irent pas la circonférence qui a GB pour rayon * ; la 
siir&ce de ce polygone sera égale à son contour D£ + 
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EF+FG-f etc. , muliiplié par 7 AG * : mais le contour * 7. 
du polygone est plus grand que la circonférence in* 
scrite , puisqu'il l'enveloppe de toutes parts ; donc la 
surface du polygone DEFG , etc. , est plus grande que 
7 AGx cire. AG, qui, par hypothèse, est la mesure 
du cercle dont G6 est le rayon ; donc le polygene serait 
plus grand que le cercle. Or , au contraire il est plus 
petit , puisqu'il y est contenu ; donc il est impos- 
sible que ^ GA x cire. GA soit plus grand que surf^ 
CA , ou , en d'autres termes , il est impossible que la 
circonférence d'un cercle multipliée par la moitié de 
son rayon soit la mesure d'un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas 
changer de figure, )e supposerai qu'il s'agit du cercle 
dont GB est le rayon ; il faut donc prouver que 7 GB 
xcircm GB ne peut être la mesure d'un cercle plus 
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est GA. 
£n effet, soit, s'il est possible, j GBxc/Vr. GB = 
surf. GA. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, la 
surface du polygone DEFG, etc., aura pour mesure 
( DE + EF + FG + etc. ) x 7 GA ; mais le contour 
DE + EF + FG+ etc., est moindre que cire. CB qui 
l'enveloppe de toutes parts; donc l'aire* du polygone 
est moindre que 7 GA x cire. GB , et à plus forte rai- 
son moindre que 7 GB x cire. GB. Getle dernière quan- 
tité est , par hypothèse , la mesure du cercle dont GA 
est le rayon ; donc le polygone serait moindre que le 
cercle inscrit , oe qui est absurde ; donc il est impos- 
sible que la circonférence d'un cercle , multipliée par 
la moitié de son rayon , soit la mesure d'un cercle plus 
petit. 

Donc enfin la circonférence d'un cercle multipliée 
par la moitié de son rayon est la mesure de ce même 
cercle. 



fig. 168. Corollaire L La surface d'uo secteur est égale à l'^rc 
de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme Tare 

* J7, 9. A MB est à la circonférence entière ABD'*', ou comme 
AMBxt AG est à ABDxf AC. Mais le cercle entier 
sABDxjAG; donc le secteur ACB a pour mesure 
AMBx^C. 

Corollaire 11. Appelons sr la circonférence dont le 
diamètre est Tunité ; puisque les circonférences sont 
comme les rayons ou comme les diamètres , on pourra 
faire cette proportion : le diamètre i est à sa circonfé- 
rence sr comme le diamètre aCA est à la circonfé- 
rence qui a pour rayon CA; de sorte qu*on aura 

Cg- j'o I : T::aCA : cire* CA ; donc rire. CA=2;rxCA« 
Multipliant de part et d*aulre par ^ CA , on aura 

j CA X cire. CA = r X CA , ou surf. CA = t. CA ; 
donc la surface d*un cercle est égale au produit du 
quarré de son rayon par le nombre constant ^ , qui 
représente la circonférence dont le diamètre est 1 , ou 
le rapport de la circonférence au diamètre. 
Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 

OB sera égale à a- x ObT; or sr x CÂ': r X 55':: Ca':5B; 

ffonc les > surfaces des cercles sont entre elles comme 
les quarrés de leurs rayons, ce qui s*aocorde avec le 
(héorême précédent. 

Scholie. Nous avons déjà dit que le problême de la 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu ; or, on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonféi*ence et la moitié du rayon , 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
rfv 3' moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions"*": 
ainsi le problême de la quadrature du cercle se réduit 
à trouver la circonférence quand on connaît le rayon , 
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et pour cela il suffit de connaître le rapport de la cir- 
conférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu'à présent on n'a pu déterminer ce rapport 
que d'une manière approchée; mais l'approximation 
a été poussée si loin , que la connaissance du rapport 
cj^act n'aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question , qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d'approxi- 
mation étaient moins connues, est maintenant relé- 
guée parmi les questions oiseuses dont il n'est permis 
de s'occuper qu'à ceux qui ont à peine les premières 
notions de géométrie. 

Archimède a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diamètre est compris entre 3^ et 3^ ; 
ainsi 3| ou ^ est une valeur déjà fort approchée du 
nombre que nous avons représenté par t, et celte 
première approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité. Métius a trouvé pour le même nombre 
la valeur beaucoup plus approchée ^^. Enfin la va- 
leur de sr, développée jusqu'à un certain ordre de 
décimales, a été trouvée par d*auties calculateurs 
3,141592653589793:2, etc., et on a eu la patience d& 
prolonger ces décimales jusqu'à la cent vingt-septième 
ou même jusqu'à la cent-quarantième. 11 est évident 
qu'une telle approximation équivaut à la vérité, et 
qu'on ne connaît pas mieux les racines des puissances 
imparfaites. 

On expliquera, dans les problêmes suivants, deux 
des méthodes élémentaires^ les plus simples pohr obtenir 
ces approximations. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLEME. 

Étant données les surfaces d'un polygone régulier 
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inscrit et d*un polygone semblable circonscrit , trou- 
i^er les surfaces des polygones réguliers inscrit et 
circonscrit d'un nombre de cotés double. 

fig. iGr. Soit ÂB le côté du porygone donné inscrit , EF 
parallèle à AB , celui du polygone semblable circon- 
scnt , G le centre du cercle ; si on tire la corde AM et 
les tangentes AP , BQ , la corde AM sera le coté du 
polygone inscrit d*un nombre de côtés double, et 
PQ double de PM sera celui du polygone semblable 
* 6. circonscrit*. Cela posé, comme la même construction 
aura lieu dans les différents angles égaux à ACM, il 
suffit de considérer Tangle ACM seul, et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly- 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté , B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit , A' la surface du polygone dont 
AM est un côté, B' la surface du polygone semblable 
circonscrit ; A et B sont connus , il s'agit de trouver 
A' et B'. 

i® Les triangles ACD, ACM, dont le sommet 
commun est A, sont entre eux comme leurs bases CD, 
CM ; d'ailleurs ces triangles sont comme les polygones 
A et A' dont ils font partie ; donc A : A' :: CD : CM. 
Les triangles CAM, CME, dont le sommet commua 
est M , sont entre eux comme leurs bajses CA, CE ; ces 
mêmes triangles sont comme les polygones A' et B 
dont, ils font partie; donc A':B::CA: CE. Mais à 
cause des parallèles AD, ME , on a CD : CM :: CA : 
CE ; donc A : A' :: A': B; donc le polygone A' , l'un 
de ceux que l'on cberche, est moyen proportionnel 
entre les deux polygones connus A et B , et on a par 

conséquent A' = |/A)|ÇB. 

n^ A cause de la hauteur commune CM, le trian- 
gle CPM est au triangle CPE comme PM est à PE ; 
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mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
l'angle MCE, on a* PM : PE :: CM : CE :: CD : CA :: • 17, 3. 
A : A' ; donc CPM : CPE : : A ; A', et par suite , CPM : 
CPM+CPE, ou CME :: A : A+A'. Mais CMPA ou 
aCMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie; donc B' : B :: 
2A:A+A'« On a déjà déterminé A'; cette nou- 
velle proportion déterminera B% et on aura B'=s 

2 A X B 

-T p ; donc , au moyen des polygones A et B , il est 

facile- de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de côtés. 

PROPOSITION XIV. 



PROBLEME. 

Trouver le rapport approché de la circonférence 
au' diamètre. 

Soit le rayon du cercle = i , le côté du quarré 
inscrit sera y^'x* , celui du quarré circonscrit sera * 3. 
égal au diamètre a ; .donc la surface du quarré in- * 
scrit = a , et cq)le du quarré circonscrit = 4- Mainte- 
nant , si on fait A = a et B = 4 9 on trouvera par le 
problème précédent Toctogone inscrit A' ==^8 = 

2,8284271, et rpctogone circonscrit B'esr 75== 

3,3 137085. Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
lygones d'un nombre de côtés double; il faudra de 
nouveau supposer A =2, 8284^71, B= 3, 3 137085, et 

on aura A'=V^AxB = 3,o6i4674j etB'=i--r — j^ 

s= 3,1825979* Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
viront à connaître ceux de 32, et on continuera ainsi 
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jusqu*à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit, au moins 
dans l'ordre de décimales auquel on s'est arrêté, qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé i ce point , 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat , 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
lygone inscrit et le polygone circonscrit ; donc si 
ceux-ci ne différent point enti*e eux jusqu'à un certain 
ordre de décimales , le cercle n'en différera pas non- 
plus jusqu'au même ordre. 

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu'à 
ce qu'ils ne diffèrent plus dans le septième ordre de 

décimales* 

♦ 

Nombre des côt^i. Poljgone inscrit. Poljgone circoiucrit. 

4 •••.•• 2,0000000 •••••• 4)0000000 

8 2,8284-271 3,3i37o85 

16 3,0614674 3,1825979 

32 3,12144^1 3,1617249 

64 3,i365485 3,i44ii84 

128 3,i4o33ii 3,1422236 

256 3,14127721 3.1417504 , 

5i2 •••... 3,i4i5i38 3,i4i632i 

1024 3,1415729 3,i4i6o25 

2048 3,i4î5877 ...... 3,i4i595i 

4096 3,14^5914 3,1415933 

8192 3,1415923 ...••. 3,1415928 

i6384 3,1415925 3,1415927 

32768 3,i4iS926 3,1415926 

De là je conclus que la surface du cercle=3,i 4 1 5926. 
On pourrait avoir du doute sur la dernière décimale à 
cause des erreurs qui viennent des parties négligées; 
mais le calcul a été fait avec une décimale de plus , pour 
être sûr du résultat que nous venons de trouver jusque 
dans la dernière décimale. 
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Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
circonférence multipliée par le rayon , le rayon étant 
I, la demi-circonférence est 3,i4r59a6; ou bien le 
diamètre étant i, la circonférence est ,3,i4i59a6^ 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé- 
sif^oé ci-dessus par r = 3 , 1 4 1 5926. 

PROPOSITION XV. 

Le triangle CAB est équipaient au triangle isoscèle H: i7o- 
DCE, qui a le même angle G, et dont le coté CE 
égal à CD est moyen proportionnel entre CA et CB. 
De plus , si l'angle CAB est droite la perpendicu- 
laire CF abaissée sur la base du triangle isoscèle , 
sera moyenne proportionnelle entre le côté CA et la 
demi-somme des cotés CA , CB. 

Car, i<» à cause de l'angle commun G; le triangle ABC 
est au triangle isoscèle DCE comme AC x CB est à DC 

X CE, ou DC*"; donc ces triangles seront équivalents, * a4*3* 

si DC=ACxCB, ou si DO est moyenne proporlion- 
Dclle entre AC et CB, . 

2° La perpendiculaire CGF coupant en deux parties 
égales Fangle ACB , on a"** AG : GB :: AC : CB , d'où ' 17, 3. 
résulte 9 componendo, AG : AG + GB ou AB :: AC : AC 
-f CB ; mais AG est à AB comme le triangle ACG est 
au triangle ACB ou 2CDF; d'ailleurs, si l'angle A est 
droit, les triangles rectangles ACG, CDF, seront sem- 
blables, et .donneront ACG : CDF :: Âc': CF* donc, 

AC'; aCF :: AC : AC + CB, 
Multipliant le second rapport par AC , les antécédents 

a 

deviendront égaux , et oq^aura par conséquent aCF= 
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ACx(AC + CB), ou CF=ACx(^^i^); donc 

a<> si Tangle A est droit , la perpendiculaire CF aéra 
moyenne proporlioooeHe entre le cote AC et la demi- 
somne des côtés AG , Cfi. 



PROPOSITI^ON XVI. 

pboblÊhe. 

Trout^er un cercle qui diffère aussi peu qu'on vou- 
dra d'un polygone régulier donné. 

fig. 171. Soit proposé , par exemple , le quarré BMNP ; abais* 
sez du centre G la perpendiculaire GA sur le côté MB , 
et joignez GB. 

Le cercle décrit du rayon GA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit du rayon GB est circonscrit à ce mente 
quarré; le pi^mier sera plus petit que le quarré, le se- 
cond sei^a plus grand; mais il s*agit de resserrer ces 
limites. 

Prenez GD et GE égales chacune à la moyenne pro- 
portionnelle entre G A et GB , et joignez ED ; le triangle 
* 5i. isoscèle GDE sera équivalent au triangle GAB*; faites 
de même pour chacun des huit triangles qui composent 
le quarré, vous formerez ainsi un octogone régulier 
équivalent au quarré BMNP. Le cercle décrit du raypn 

GF , moyen proportionnel entre G A et , sera 

inscrit. dans Toctogone , et le cercle décrit du rityon GD 
lui sera circonscrit. Ainsi le premier sera plus petit que 
le quarré donné et le second plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rec- 
tangle GDF en un triangle isoscèle équivalent, on for- 
mera par ce moyen un polygone régulier de seize côtés^ 
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équivalent au quarrë proposé. Le cercle inscrit dans ce 
polygone sera plus petit que le quârré , et le cercle 
circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport 
entre le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle 
circonscrit diffère aussi peu qu'on voudra de l'égalité. 
Alors l'un et l'autre cercle pourront être regardés 
comme équivalents au quarré proposé. 

Sckolie, Voici à quoi se réduit la recherche des 
rayons successifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans 
l'un des polygones trouvés , b le rayon du cercle cir- 
consciût au même polygone ; soient a' et b' les rayons 
semblables pour le polygone suivant qui a un nombre de 
cotés double. Suivant ce que nous avons dépiontré, b' est 
une moyenne proportionnelle entre a et b, et a' est une 

moyenne propoi*tionnelle entre a et ; de sorte 

qu'on aura b'i=s:\/a x b, et a' = W^ ax ; donc 

les rayons a eCb d'un polygone étant connus , on en 
conclut facilement les rayons a' et b' du polygone sui- 
vant : et on continuera ainsi jusqu'à ce que la différence 
entre les deui rayons soit devenue insensible ; alors l'un 
ou l'autre de ces rayons sera le rayon du cercle équi* 
valent au quarré ou au polygo(^e proposé. 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes, puis- 
que elle se réduit à trouver des moyennes proportion- 
nelles successives entre des lignes connues ; mais elle 
réussit encore mieux en nombres, et c'est une des plus 
commodes que la géométrie élémentaire puisse fournir 
pour trouver promptement le rapport approché de la 
circonférence au diamètre. Soit le côté du qiiarré3=:2, 
le premier rayon inscrit CA sera i , et le premier rayon 
circonscrit GB sera y/n ou i, 4 14^1 36. Faisant donc 

'9 
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a= I, ^^ i,4<4^i^6t oiï trouvera b' s^ 1,189^0719 et 
a* = i,09S684r'> Ces nombi*es serviront à calculer les 
suivaats d*après la loi de continuation. 
* Voici le résultat du calcul fait jusqu*à sept ou huit 
cliiû'res par les tables de logarithmes ordinaires. 

Rayoni des cerclrs circonscrits. Rsyons des cercles inscrit». 

i,4i4^*^^ 1,0000000. 

1,1892071 1,0986841* 

i,i43o5oo 1,1210863. 

1,1820149 1,1265639. 

1,1292862 1,1279257. 

1,1286063 .....*. ^.. 1,1282657. 

Maintenant que la première moitié des chiffres est la 
même des deux côtés, on pourra, au lieu des moyens 
' géométriques ,^ prendre les moyens arithmétiques , qui 
n*ei> diffèrent que dans les décimales ultérieures. De cette 
manière l'opération s*abrége beaucoup, et les résultats, 
sont : 

1,1284360 1,1 283508. 

1,1288934 1,1288721. 

1 , 1 288827 1,1 283774* 

1,1288801 1,1288787. 

1,1283794 ••• 1,1288791. 

1,1288792 1,1288792. 

Donc 1 ,1288792 esta très-peu près le rayon du cercle 
égal en surface au quarré dont le côté est 2. De là il 
est facile de trouver le rapport de la circonférence au 
draniètre : car on a démontré que la surface du cercle 
est égale au quarré de son rayon multiplié par le nom- 
Bre fr ; donc, si on divise la surface 4 par le quarré de 
1,1288792, on aura la valeur de r, qui se trouve par 
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ce calcul de 3,1415926, etc., comme on Ta trouvée par 
une autre méthode. 



APPENDICE AU LIVRE IV. 



DEFINITIONS. 



I. KJv appelle maximum la quantité la plus grande 
entre toutes celles de la même espèce; minimum, la 
plus petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre 
toutes les lignes qui joignent deux points de la circon- 
férence , et la perpendiculaire est un minimum entre 
toutes les droites menées d'un point donné à une ligne 
donnée. 

IL On appelle figures isopérimètres celles qui ont des 
périmètres égaux. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THEOREME. 

Entre tous les triangles de même buse et de même, 
périmètre, le triangle maximum est celui dans lequel 
les deux côtés non déterminés sont égaux. 

Soit ÂG = CE , et ÂM + MB = AG + GB ; je dis que fig. 171. 
le triangle isoscèle AGB est plus grand que le triangle 
AMB qui a même base et même périmètre. 
• Du point G, comme centre , et du rayon GA r=: GB, 
décrivez une circonférence qui rencontre GA prolongé. 
en D^ joignez DB ; et Tangle DBA , inscrit dans le demi- 
cercle, sera un angle droit *. Prolongez la perpendicu- * i5« >. 
laire DB vers N , faites MN = MB, et joignez AN. 



« 
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Enfin des. points M et C abaissez MP et CG, perpendi- 
culaires sur DN. Puisque CB=CD, et 2VIN = MB, on 
a AC + CB = AD, et AM + MB =s AM + MN, Mais 
AC 4- CB= AM 4- MB ; donc AD = AM + MN ; donc 
AD ^ AN : or si Toblique AD est plus grande que 
l'oblique AN , elle doit être plus éloignée de la perpen- 
diculaire AB ; donc DB ^ BN ; donc BG, qui est moitié 
is, I. de BD* , sera plus grande que BP moitié de BN. Mais 
les triangles ABC , ABM , qui ont même base AB ^ 
sont entre eux comme leurs hauteurs BG , BP ; donc, 
puisqu'on a BG ^ BP , le triangle isoscèle ABC est plus 
grand que le non-isoscèle ABM de même base et de 
même périmètre. 

PROPOSITION IL 



^ 



THEOREME. 



Entre tous les polygones isopérimètres et d'un 
même nombre de cotés, celui qui est un maximum a 
ses cotés égaux, 

fig. 173. Car soit ABCDEF le polygone maximum; si le côté 
BC n'est pas égal à CD, faites sur la base BD un triangle 
isoscèle BOD qui soit isopérimètre à BCD , le triangle 

• pr. I. BOD sera plus grand que BCD* , et par conséquent le 
polygone ABODEF sera plus grand que ABCDEF ; 
donc ce dernier ne serait pas 4e maxirhum entre tous 
ceux qui ont le même périmètre et le même nombre de 
côtés , ce qui est contre la supposition. On doit donc 
avoir BC=CD : on aura par là même raison CDssdDE, 
DE = EF , etc. ; donc tous les côtés du polygone 
maximum sont égaux entre eux. 
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PROPOSITION III. 



théobême. 



De tous les triangles formés Ui^ec deux côtés donnés 
faisant entre eux un angle à volonté, le maximum 
est celui dans lequel les deux côtés donnés font un 
angle droit. 

Soient les deux triangles BAC, BAD , qui ont le côté ^f^, 174. 
AB commun , et le coté AG=: AD ; si l'angle BAC est 
droit, je dis que le triangle BAC sera plus grand que le 
triangle BAD, dans lequel l'angle en A est aigu ou obtus. 

Car la base AB étant la même, les deux triangles BAC, 
BAD, sont comme les hauteurs AC , DE : mais la per- 
pendiculaire DE est plus courte que l'oblique AD ou son 
égale AG ; donc le triangle BAD est plus petit que BAC. 

PROPOSITION IV. 

"* THEOREME. 

De tous les polygones formés a^ec des côtés donnés 
et un dernier à volonté, le maximum doit être tel que 
tous ses angles soient inscrits dans une demi'circon^ 
férence dont le côté inconnu sera le diamètre. 

Soit ABCDEF le plus grand des polygones formés fig. 175. 
avec les cdtés donnés AB , BC , CD , DE , £F , et un 
dernier AF à volonté ; tirez les diagonales AD , DF. 
SîTan^ ADF n'était pas droit, on pourrait, en con- 
servant les parties ABCD , DEF , telfes qu'elles sont, 
augmenter le triangle ADF, et par conséquent le poly- 
gone entier, en rendant l'angle ADF droit, conformé- 
ment à la proposition précédente; mais ce polygone ne 
peut plus être augmenté , puisqu'il est supposé parvenu 
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à son maximum ; donc Tangle ADF eat déjà un angle 
droit. Il en>st de même des angles ABF , ACF, A£F ; 
donc tous les angles A,B,G,D,£, F,du polygone 
maximum sont inscrits dans une demi -circonférence 
dont le côté indéterminé AF est le diamètre. 

Scholie. Cette proposition donne lieu k une question ; 
savoir, s*il y a plusieurs manières de former un polygone 
avec des côtés ^oi^"^^ « ^^ un dernier inconnu qui sera 
le diamètre de la demi-circonférence dans laquelle les 
autres côtés sont inscrits. Avant de décider cette ques- 
tion , il faut observer que si une même corde AB sous- 

fig. 176. tend des arcs décrits de différents rayons AG , AO , 
Tangle au centre^Jappuyé sur cette corde sera le plus 
petit dans le cercle dont le rayon est le plus grand ; 
ainsi ACB < ADB. En effet Tangle ADO = AGD + 

* a;, I. GAD'*' ; donc AGD < ADO , et en doublant de part et 
d'autre on aura AGB <^ ADB. ^ 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

// n^ a qu'une manière de former le polygone 
ABCDEF, ai^ec des côtés donnés et un dernier inconnu 
qjui soit le diamètre de la demi - circonférence dans 
laquelle les autres cotés sont inscrits. 

£9. 175. Gar , supposons qu'on a trouvé un cercle qui satis- 
fasse à la question ; si on prend un cercle plus grand , 
les cordes AB, BG, GD, etc., répondront à des angles 
au centre plus petits. La somme de ces angles au centre 
* sera donc moind're que deux angles droits ; ainsi les 
extrémités des côtés donnés n'aboutiront plus aux extré- 
mités d'un diamètre. L'inconvénient contraire aura lieu 
. si on prend un cercle plus petit ; donc le polygone dont 
il s'agit ne peut être inscrit que dans un seul cercle. 
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Scholie. On peut changer à volonté Tordre des oôlés 
AB, BC, CD, etc. , et le diamètre du cercl^ circonscrit 
sera toujours le même, ainsi que la surface du poly- 
gone ; car , quel que soit Tordre des arcs AB, BG , etc., 
il suffit jque leur somme fasse la demi-circonférence , et 
le polygone aura toujours la même surface , puisqu'il 
sera égal au demi cercle moins les segments AB, B€, etc., 
dont la somme est toujours la même. 

PROPOSITION VI. 



THEOREME. 



De ious les polygones formés avec des côtés don- 
nés y le maximum est celui qu'on peut inscrire dans 
un cercle. 

Soit ABCDEFG le polygone inscrit , et abcdefg le fig. 177. 
non-inscriplible formé avec des côtés égaux , en sorte 
qu'on ait AB =^ab, BC = bc, etc. ; je dis que le polyr 
gone inscrit est plus grand que Tautre. 

Tirez le diamètre EM ; joignez AM, MB ; sur a^=AB 
faites le triangle abm égal à ABM , et joignez eni. 

En vertu de la proposition IV, le polygone EFGAM 
est plus grand que e/gam, a moins que celui-ci ne puisse 
être pareillement inscrit dans une demi-circonférence 
dont le côté em serait le diamètre , auquel cas les deux 
polygones seraient égaux en vertu de la proposition V. 
Par la même raison le polygone EDCBM est plus grand 
f^aeedcbm, sauf la même exception 011 il y aurait égalité. 
Donc le polygone eqtier EFGAMBCDE est plus grand 
que efgambcde, à moins qu'ils ne soient entièrement 
égaux.: mais ils ne le sont pas , puisque Tun est inscrit 
dans le cercle , et que l'autre est supposé non-inscrip^ 
tîble; donc le polygone inscrit est le plus grand. Re^ 
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tranchant de part et d'autre les triangles égaux ABM , 
abm, il restera le polygone inscrit ABCDEFG plus 
grand que le non-inscriptible abcde/g. 

Sckolie. On démontrera, comme dans la proposi- 
tion V , qu'il ne peut j avoir qu*ua seul cercle , et par 
conséquent qu'un seul polygone maximum qui satû- 
fasse à la question ; et ce polygone serait encore de 
même surface, de quelque manière qu'on changeât 
« l'ordre de ses côtés. 

PROPOSITION VII. 

TOÉOREME. 

Le polygone régulier est un maximum entre tous 
les polygones isopérimètres et d'im même nombre de 
côtés. 

Car , suivant le théorème II , le polygone maximum 
a tous ses côtés égaux ; et , suivant le théorème précé- 
dent, il est înscriptible dans le cercle ; donc ce polygone 
est régulier, 

PROPOSITION VIII. 

LEMMC 

Deux angles au centre , mesurés dans deux cer-- 
des afférents, sont entre eux comme les arcs compris 
dit^iséspar leurs rayons. 

AB 

ig 178. Ainsi l'angle C est à l'angle O comme le rapport ■-— 

ACi 

DE 

est au rapport =— • 

D'un rayon OF égal à AC décrivez l'arc FG compris 
entre les côtés OD, OE, prolongés ; à cause des* rayons 



LIVRE IV. 187 

égaux AC , OF , on aura d'abord C : O :: AB : FG* , • 17 

ou :: -TT^ Ittjt* Mais à cause des arcs semblables FG, 
AC FO 

FG 

DE , on a* FG : DE :: FO : DO ; doue le rapport =g • n. 

esl égal au rapport f^t et on a par conséquent 

AB DE 
^ • ^-^ AC DÔ" 



PROPOSITION IX. 



THEOREME, 



De deux polygones réguliers isopérimètres, celui 
qui a le plus grand nombre de côtés est le plus grand. 

Soit DE le demi-côté^de Tun des polygones, O son fig- 179. 
centre, OE son apothème; soit AB le demi-côté de 
Tautre polygone, C son centre , CB son apothème. On 
suppose les centres O et C 'situés à une distance quel- 
conque OC , et les apothèmes , OE , CB , dans la direc- 
tion OC : ainsi DOE et ACB seront les demi-angles au 
centre des polygones , et comme ces angles ne sont pas 
égaux , les lignes CA , OD , prolongées se rencontreront 
en un point F ; de ce point abaissez sur OC la perpen- 
diculaire FG ; des points O et C , comme centres , dé- 
crivez tes arcs GI , GH , terminés aux cotés OF , CF. 

Cela posé, on aura par le lemme précédent O : C :: 

^^:p7=r ; mais DE est au périmètre du pi'ehiiet poly- 
gone comme Tangle O est à quatre angles droits, et 
AB est au périmètre du second comme Tangle C est à 
quatre angles droits ; donc, puisque les périmètres des 
polygones sont égaux, DE : AB :: O : C, ou DE : 



ft'v%Av^•\^A'W\'\WA/v\/v\A^^v\w\vv» vv\'V«A'*A/*^^A<vv\^^A^A^'v%A(w\v\A\'\/\/w\ 



LIVRE V. 



LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 



DEFINITIONS. 



I. Une ligne droite est perpendiculaire à un plan, 
lorsqu*elle est perpeadiculaire à toutes les droites qui 

* pr. 4. passent par son pied dans le plan^. Réciproquement le 

plan est perpendiculaire à la ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
é ligne rencontre le plan. 

IL Une ligne est parallèle à un plan, lorsqu'elle ne 
peut le rencontrer à quelque distance qu'on les pro- 
longe Tun et Tautre. Réciproquement le plan est paral- 
lèle à Ta ligne. 

IlL Deux plans sont parallèles entre eux, lorsqu'ils 
ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge l'un et l'autre. 

* pr. 3. IV. 11 sera démontré * que l'intersection commune de 

deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : cela 
posé, Vangle ou l'inclinaison mutuelle de deux plans 
est la quantité plus ou moins grande dont ils sont écartés 
*pr. 7. l'un de l'autre; cette quantité se mesure "*" par l'angle 
' que font entre elles les deux perpendiculaires menées 
dans chacun de ces plans au même point de l'intersec- 
tioif commune. 

Cet angle peut être aigu , droit, ou obtus. 

V* S'il est droit , les deux plans sont perpendicu- 
laires entre eux. 

VI. Angle solide est l'espace angulaire compris entre 
plusieurs plans qui se réunissent en un même point. 
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Ainsi Vangle solide S est formé par la réunion des fig- 199- 
plans ASB , BSC , GS»Ç^SA. 

Il faut au moins trois plans pour former un angle 
solide. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 



/ 



THEOREME. 



Une ligne droite ne peut être en partie dans un 
plan, en partie au dehors. 

Car , suivant la définition du plan ^ dès qu'une ligne 
droite a deux points communs avec un plan , elle est 
tout entière dans ce plan. 

Scholie, Pour reconnaître si une surface est plane , 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens sur 
cette surface, et voir si elle touche la surface dans toute 
son étendue. 

PROPOSITION II. 

théobême. 

Deux lignes droites qui se coupent sont dans un 
même plan, et eh déterminent la position. 

Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent fig. 181. 
en A : on peut concevoir un plan où se trouve la ligne 
droite AB ; si ensuite on fait tourner ce plan autour de 
AB, jusqu'à ce qu*il passe par le point G, alors la ligne 
AG , qui a deux de ses points A et G dans ce plan , y 
sera tout entière, donc la position de ce plan est déter- 
minée par la seule condition de renfermer les deux 
droites AB , AG. 

Corollaire I. Un triangle ABG, ou trois points A, B , 
G , non en ligne droite , déterminent la position d*un 
plan. 

Corollaire II. Donc aussi deux parallèles AB , CD , fig. 18t. 
déterminent la position d*un plan ; car si on mène la 
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sécante £F, le plan des deux droites AE, EF, sera 
celui des parallèles AB, CD. 

PROPOSITION IH. 

T.HÉORÊME. 

«Si deux plans se coupent, leur intersection com- 
mune sera une ligne droite. 

Car , si dans les points communs aux deux plans on 

en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite , les 

deux plans dont il s*agit , passant chacun par ces trois 

*a. points, ne feraient qu'un seul et même plan*, ce qui 

est contre la supposition. 

PROPOSITION IV. 

TBÉOBEME. 

fig. i83. Si une ligne droite AP est perpendiculaire à deux 
autres PB , PC , qui se croisent à son pied dans le 
plan MN , elle sera perpendiculaire à une droite quel- 
conque PQ menée par son pied dans le même plan , 
et ainsi elle sera perpendiculaire au plan MN. 

Par un point Q , pris à volonté sur PQ , tirez la droite 
\^\f: ^* BC dans Tangle BPG , de manière que BQ = QG * , 
joignez AB, AQ, AC. 

La base BG étant divisée en deux parties égales au 

• i4. 5. point Q, le triangle BPG donnera * , 

PC + PB = 2 PQV2 QC.' . 
Le triangle BAC donnera pareillement , 

AC V AB = 2ÂQV 2 QC". 
Retranchant la première égalité de la seconde , et obser- 
vant que les triangles APC , APB , tous deux rectangles 

en P, donnent AC'— PC = ÏP', et ÂB*— PB = AP j 

* on aura 9 

ÂpV AP' = î»ÂQ — 2 Pq! 



>i 
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Donc , en prenant les moitiés de part et d'autre , on 

a ÂP = ÂQ— PQ', ou ÂQ = ÂpVpq' donc le tri- 
angle APQ est rectangle en P * ; donc AP est perpen- * iS, 5- 
diculaire à PQ. 

Schôlie. On voit par là , non seulement qu'il est pos- 
sible qu'une ligne droite soit perpendiculaire à toutes^ 
celles qui passent par son pied dans un plan , mais que 
cela arrive toutes les fois que cette ligne est perpendi- 
culaire à deux droites menées dans le plan ; c'est ce qui 
dénnonire la légitimité de la définition I. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte' 
qu'une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la 
vraie distance du point A au plan PQ. 

Corollaire II. Par un point P donné sur un plan , 
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à ce 
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires 
par le même point P , conduisez , suivant ces deux 
perpendiculaires , un plan dont Tintersection avec le 
plan MN soit PQ , alors les deux perpendiculaires dont 
il s'agît seraient perpendiculaires à la ligne PQ, au 
même point et dans le même plan , ce qui est impossible. 

il est pareillement impossible d'abaisser d*uh point 
donné hors d'un plan deux perpendiculaires à ce plan; 
car soient AP , AQ, ces deux perpendiculaires, alors le 
triangle APQ aurait deux angles droits APQ, AQP, ce 
qui est impossible. 

PROPOSITION V. 

m 

THEOREME. 

Les obliques également éloignées de la perpendicu- 
laire sont égales ; et ^ de deux obliques inégalement 
éloignées de la perpendiculaire , celle qui s^en éloigne 
le plus est la plus longue,^ 



\ 
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fig. 1R4. Car les angles APB , ÂPC , APD étant droits , si on 
suppose les distances PB , PC , PD , égales entre elles , 
les triangles APB , APC, APD, auront un angle égal 
compris entre côtés égaux ; donc ils seront égattx ; 
donc les hypoténuses ou les obliques AB , AC , AD , 
seront égales entre elles. Pareillement , si la distance 
P£ est plus grande que PD ou son égale PB , il est clair 
que Foblique A£ sera plus grande que AB, ou son 
égale AD. 

Corollaire, Toutes les obliques égales AB , AC , 
AD, etc. , aboutissent à la circonférence BCD., décrite 
du pied de la perpendiculaire P comme centre ; donc 
étant donné un point A hors d*un plan , si on veut 
trouver sur ce plan le point P où tomberait la perpen- 
diculaire abaissée de A , il faut marquer sur ce plan trois 
points B , C , P , également éloignés du point A , et 
chercher ensuite le centre du cercle qui passe par ces 
points ; ce centre sera le point cherché P. 

Scholie. L'angle ABP est ce qu*on appelle Y inclinai- 
son de rohlique AB sur le plan MN ; oh voit que cette 
inclinaison est égale pour toutes les obliques AB, AC, 
AD , etc. , qui s'écartent également de la perpendicu- 
laire ; car tous les triangles ABP, ACP, ADP, etc. , sont 
égaux entre eux. 

PROPOSITION VI. 



THEOREME. 



H' «85. Soit AP une perpendiculaire au plan MN et BC 
une ligne située dans ce plan ; si du pied P de laper- 
. pendiculaire on abaisse PD perpendiculaire sur BG , 
et qu'on joigne AD , je dis que AD sera perpendicu- 
laire à BG. 

Prenez DB =» DC , et joignez PB , PC , AB , AC : 
puisque DBsDQ^ l'oblique PBs=PC ; et par rap- 
port à la perpendiculaire AP , puisque PB= PC , l'obli* 
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x|iic AB= AC^ ; donc la ligne AB a deux de ses points ' 9- 
A et Û égalemeal distants des extrémités B et G ; don c 
AD est perpendiculaîre sur le milieu de BO. 

Corollaire. On voit en même temps que BG est per- 
pendiculaire au plan APD , puisque BG est pei*pendicu- 
laire à-la4bis aux deux droites AD, PD. 

Schalie. Les deux lignes A£ , BG , oSrent Texemple 
de deux lignes qui ne se rencontrent point , paroe que 
elles ne «ont pas situées dans un même plan. La plus 
courte distance de ees lignes est la droite PD , qui est 
à4a-lbis pei*pendiculaire à la ligne AP «t à là ligne BG. 
La distance PD est la plus courte entre ces deux lignes; 
car si on joint deux autres points, comme A et B , on 
swra AB ^ AD , AD ]> PD ; donc , i plus forte raison , 
AB > PD- 

Les deux Ugnes A£, CB, quoique non situi^es dans 
«n même plan , sont censées faire entre elles un angle 
ilroit^ parce que AD et la parallèle menée par un de 
ses points à .la ligne BG feraient entre elles un angle 
dt^t. De même la ligne AB et 4a Ugne PD, qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le 
même plan , sont censées faire entre elles le même angle 
que ferait avec AB la parallèle à PD menée par un des 
points de AB. 

PROPOSITION VIL ^ 

Si la ligne AP est perpendiculaire uu pian MN , ûg. 186. 
toute ligne DE parallèle à AP sera perpendiculaire 
au même pUm, 

Suivant \ei parallMes AP , DE , conduisez un plan 
dont Tînlersection avec le plan MN sera PD ; dans le 
plan MN menez BG perpendiculaire à PD , et joignes 
AD. 

Suivant 'le corollaire du théorème précédent , BG est 

10 
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perpendiculaîre au plan APDE ; donc l*ang1e BDE est 
droit : mais l*angle EDP est droit aussi , puisque AP 
est perpendiculaire à PD , et que D£ est parallèle à 
AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux 
droites DP, DB ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan MN. 

Corollaire I. Béciproquement si les droites AP, DE 
sont perpendiculaires au même plan MN , elles seront 
parallèles; car si elles ne relaient pas, conduisez parle 
point D une parallèle à AP, cette parallèle sera per- 
pendiculaire au plan MN ; donc on pourrait , par un 
même point D, élever deux perpendiculaires à un même 
* 4- plan , ce qui est impossible *. 

Corollaire II. Deux lignes A et B, parallèles à une 
troisième C , sont parallèles entre elles ; car imaginez 
un plan perpendiculaire à la ligne C, les lignes A et B , 
parallèles à celte perpendiculaire , seront perpendicu- 
laires au même plan ; donc , par le corollaire précédent^ 
elles seront parallèles entre elles. 

11 est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
Iç même j^lan , sans quoi la proposition serait dé}à 
*>5, 1. connue*. , 

PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

«g. 187. - Si la ligne AB est parallèle à une droite CD 
menée' dans le plan MN, elle sera parallèle à ce 
plan. 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABCD, ren- 
contrait le plan MN , ce ne pourrait être qu'en quelque 
point de la ligne CD, intersection commune des deux 
plans : or, AB ne peut rencontrer CD, puisqu'elle lui 
est parallèle ; donc elle ne rencontrera pas non plus le 

*a^f. a. plan MN ; donc elle est parallèle à ce p}an *• 
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PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une «g. i8«. 
même droite ÂB , sont parallèles entre eux. 

Car s'ils se rencontraient quelque part, soît O un 
de leurs points communs , et joignez OA , OB ; la ligne 
AB , perpendiculaire au plan MN , est perpendiculaire 
à la droite OA menée par son pied dans ce plan ; par la 
même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc OA 
et OB seraient deux perpendiculaires abaissées du même 
point O sur la même ligne droite, ce qui est impossi- 
ble ; donc les plans MN , PQ , ne peuvent se rencontrer; 
donc ils sont parallèles. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

Les intersections £F, GH , de deux plans parai- ûg. 189. 
lèles MN , PQ , pa9' un troisième plan FG , sont pa- 
rallèles. 

Car si les lignes EF, GH , situées dans un même 
plan , ne sont pas parallèles , prolongées elles se rencon- 
treront ; donc les plans MN , PQ , dans lesquels elles 
sont , se rencontreraient aussi ; donc ils ne seraient pas 
parallèles. 

PROPOSITION XI. 



THEOREME. 



La ligne AB , petpendiculaire au plan MN , est cg. iss. 
perpendiculaire au plan PQ parallèle à MN. 

Ayant tiré h. volonté la ligne BG dans le^plan PQ, 
suivant AB et BG, conduisez un plan ABG dont Tinter- 
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section avec le plan MN soit AD, Tintersection AD sera 
- * lo. parallèle à BC * ; mais la ligne AB perpendiculaire au 
plan MN est perpendiculaire à la droite AD ; donc elle 
sera aussi perpendiculaire à sa parallèle BC; et puisque 
la ligne AB est perpendiculaire À toute ligne BC menée 
par son pied dans le plan PQ , il s'ensuit qu'Ole est per* 
pendionlaire au plan PQ. 

PBOPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

fig. 1S9. Les parallèles £G, FH , comprises entre deux plans 
parallèles MN , PQ , sont égales. 

Par les parallèles £G , FH , faites passer le plna 

EGHF, qui rencontrera les plans parallèles ^Tant £F et 

GH. Les intersections EF , GH , sont parallèles entre 

* 10. elles * , ainsi que £G , FH ^ donc la figure EGHF est 

un parallélogramme; donc EG=;:FH. 

Corollaire. Il suit de là que deux plans parallèles 
sont partout à égale distance ; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux deux plans MN , PQ , elles seront 
*7. parallèles entre elles * ; donc elles sont égales. 

PROPOSITION XIII. 



^ 



THEOREME. 



Sg. 190. Si deux angles CAE, DBF, non situés dans le 
même plan y ont leurs cotés parallèles et dirigés dans 
le même sens , ces angles seront égaux et leurs plans 
seront parallèles. 

Prenez ACsBD, A£ = BF, et joigne* CE, DF, 

AB, CD , EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD , 

*ii, 3. la figure ABDG est un parallélogramme'^; donc CD 

est égale et parallèle à AB, Par une raison semblable 
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EPest égale et parallèle à ÂB ; donc aussi CÙ est égale 
et paraffèle à £P, la figure GEF0 es( donc un paralM- 
logramoie , et ainsi le côté CE est égal et parallèle^ à DP; 
donc les triangles CAE , DBF, sont équilatéraux entre 
eux ; donc Tangle CAE = DBP. 

£n second lieu )e dis que le plan ACE est parallèle 
au plan BDF; car , supposons que le plan parallèle à 
BDF, mené par le point A , rencontre les lignes CD , 
EF, en d'antres points que C et E ,. par exemple en 
G et H ; alors , suivant la proposition xii , les troi» 
lignes AB , GD ^ FH , seront égaks : mais^ les trois AB, 
€D , £F, le soBt déj^ ; donc on aurait CD = GD , et 
FHs £^, ce qui est absarde ; donc le plan ACE est 
parallèle à BDF. 

Corollaire. Si deux plans paraUèles MN , PQ, sont 
reocofttrés {>ar deux autres plans CABD , EABF, les 
aogle» CAE, DBF, formés par les intersections deg 
plans parallèles , seront égaux ; car Tintersection AC 
est parallèle à BD ^ , AE Test à BF , donc Fangle « z». 
CAE = DBF. 

PROPOSITION XIV. 

TBÉoninE. 

Si trois droites AB, CD, EF, non situées dans le Bg. 190. 
même plan, sont égales et parallèles, les triangles 
ACE ,BDF , formés de part et d'autre en joignant les 
extrémités de ces droites, seront égaux, et leurs 
plans seront parallèles. 

Car , puisque AB est égale et parallèle à CD , la 
figure ABDC est un parallélogramme ; donc le côté 
AC est égal et parallèle à BD. Par une raison sem- 
blable les côtés AE, BF, sont égaux et parallèles , 
ainsi que CE, DF;^ donc les deux triangles ACÈ, 
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BDF, sodI égaux : on prouvera d'ailleurs, comme 
(iftns la proposition précédente, que leurs plans sont 
parallèles. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

Deux droites comprises entre trois plans parallèles 
sont coupées en parties proportionnelles. 

Sg. 191. Supposons que la ligne AB i-encontre les plans pa- 
rallèles MN, PQ, RS, en A, E, B, et que la ligne 
CD rencontre les mêmes plans en G , F, D ; je dis qu*on 
aura AE ; EB :: CF : FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G , et joignez 
AC , EG , . GF , BD ; les intersections £G , BD , des 
plans parallèles PQ , RS , par le plan ABD , sont pa- 
* jo.Vallèles*; donc AF : EB :: AG : GD; pareillement les 
intersections AC , GF, étant parallèles, on a AG : GD 
:: CF : FD ; donc, à cause du rapport commun , AG : 
GD , on aura AE : EB ;: CF : FD. 

PROPOSITION. XVI. 



THEOREME. 



Sg. r^s. Soit ABCD un quadrilatère quelconque situe' ou 
non situé dans un même plan} si on coupe les cotés 
opposés proportionnellement par deux droites EF , 
eu, de sorte qu'on ait AE : EB ; : DF : FC ," et BG : 
GC : : AH : HD ; je dis que les droites EF , GH , se 
couperont en un point M , de manière qu'on aura 
HM : MG :: AE : EB, et EM : MF :: AH : HD. 
Conduisez suivant AD un plan quelconque A^HcD 
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qui ne passe pas suivant GH ; par les points £, B, G, F, 
menez à GH les parallèles Ee, B^, Ce, F/*, qui ren- 
contrent ce plan en e, b, c^fnk cause des parallèles 
BA, GH, Ce*, on aura hS\ : Hc :: BG : GC :: AH : HD ; • i5, s. 
donc* les triangles AH^, DHc, sont semblables. On * ao, 3. 
aura ensuite Ac : eh :: AE : EB , et T^fifc :: DF : FC ; 
donc Ac I eb:\ \tf\fc, ou, componendo , Ae : D/:: A^ 
: De; mais , à cause' des triangles semblables AHb , 
DHc , on a A^ : De :: AH : HD ; donc Ae : D/" :: AH : 
PID : d*ailleurs les triangles AH^, cHD, étant sem- 
blables , Tangle H Ae = HQ/*; donc les triangles AHe, 
DH/*, sont semblables*, donc Tangle AHe=DH/: Il 'm, 5. 
s'ensuit d*abord que eH/*est une ligne droite , et qu'ainsi 
les trois parallèles £e, GH, Ff, sont situées dans un 
même plan, lequel contiendra les deux droites EF, GH ; 
donc celles^i doivent se couper en un point M. En- 
suite, à cause des parallèles Ee, MH, Yf, on aura 
EM : MF :: cH : H/.: AH : HD. 

Par une construction semblable , rapportée au côté 
A6, on démontrerait que HM : MG :: AE : EB. 

PROPOSITION XVII. 



TBÉ0A£ME^ 



U angle compris entre le&^ deux plans M AN, MAP, «g. 193. 
peut être mesuré, conformément à la définition , par 
l'angle NAP que font entre elles les deux perpendi^ 
culaires AN ^ AP, menées dans chacun de ces plans 
à l'intersection commune A!Sl. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure , il 
faut prouver, i** qu'elle est constantie, ou qu'elle serait 
la même en quelque point de Tintersection commune 
qu'on menât les deux perpendiculaires. 
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En effet, a» on prend un autre point M, et qu^on 
mène MG dans le plan MN, et MB dans le plan MP, 
perpendiculaii*es à Tintersection commune AM; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires â une niédie ligne 
AM, elles sont parallèles entre elles. Par* h même 
raison MC est parallèle à AN ; donc Vangle EMC = 

* i3. PAN*; donc il est indifFéreut de mener le» perpendi- 

culaires au point M ou au point A ; Tangk compris set*a 
toujours le même. 

a» Il faut prouver que si Tangle des deu^i plans 
augmente ou diminue dans un certain rapport^ Tan- 
gle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
rapport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d*un 
rayon à volonlé Tare NDP, du centre M etd*un rayon 
égal décrivez Tare C£B» tirez AD à volonté; les deux 
plans PAN , BMG, étant perpendiculaires à une même 
*9. droite MA, seront parallèles'*'; donc les intersections 
AD, ME, de ces deux plans par un troisième AMD , 

* i3.. seront<parallèles , donc Tangle BiVlË sera égal à PAD*. 

Appelons pour un moment coin l'angle formé par , 
deux plans MP, MN; cela posé, si Tangle DAP était 
égal à DAN , il «est clair que le coin DAMP serait égal 
au coin DAMN ; car la base PAD se placerait exacte- 
ment sur son égak DAN, la hauteur AM serait tou- 
jours la même; donc les deux coins coïncideraient Tun 
avec l'autre. On voit de même que si l'angle DAP était 
contenu un certain nombre de fois juste dans l'angle 
PAN , le coin DAMP sei'ait contenu autant de fois dans 
le coin PAMN, D'ailleurs du rapport en nombre en- 
tier à un rapport quelconque la conclusion est légitime, 
et a été démontrée dans une circonstance tout-à-fait 
*}7, a. semblable*; donc quel que soit le rapport de Tangle 
DAP à Tangle PAN , le coin DAMP seia dans ce 
même rapport avec le coin PAMN ; dono l'angle NAP 
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peut être pris pour la mesure du coin PAMN , ou de 
Tangleque font entre eux les deux plans MAP, MAN. 
Scholie. Il en est des angles formés par deux plans 
comme des angles formés pai* deux droites. Ainsi lors- 
que deux plans se traversent mutuellement, les angles- 
opposés au sommet sont égaux, et les angles adjacents 
valent ensemble deux angles droits; donc si un plan 
est perpendiculaire à un autre, celui-ci est perpendi- 
culaire au premier. Pareillement dans la rencontre des 
' plans parallèles par un troisième plan , il existe les 
mêmes égalités et les mêmes propriétés que dans la 
rencontre de deux lignes parallèles par une troisième' 
ligne» ' 



^* 



PROPOSITION XVIII. 



I 



TBÉOREME. 



La Kgne AP étant perpendiculaii^ au plan MN , fig. i^^. 
tout plan A PB , conduit suwant AP, sera perpendi- 
culaire au plan MN . 

Soit BG Tintersection des plans AB, MN; si dans 
le plan MN on mène DE perpendiculaire à BP , la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan. MN, sera pei^pen- 
dîculaire à chacune des deux droites BC , DE : mais 
Fangle APD , formé par les deux pei^pendiculaires PA , 
PD , à Tintersection commune BP, mesure Fangle des 
deux plans AB , MN ; donc , puisque cet angle est droit, 
les deux plans sont pei*pendiculaires entre eux *, * aér.5. 

Scholie. Lorsque trois droites , telles que AP, BP, 
DP, sont perpendiculaires entre elles , chacune de ces 
dignités est perpendiculaire au plan des deux autres et v 
les trois plans sont perpendiculaires entre eux. 
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PROPOSITION XIX. 



theobême. 



f^is- »9'i- Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN , et 
que dans le plan AB on mène la ligne PA perpendi- 
culaire à l'intersection commune PB , je dis que PA 
sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mène PD perpendiculaire 
à PB , Fangle APD sera droit , puisque les plans 'sont 
perpendiculaires entre eux ; donc la ligne AP est per- 
pendiculaire aux deux droites PB , PD ; donc elle est 
perpendiculaire à leur plan MN. 

Corollaire, Si le plan AB est perpendiculaire au 
. plan MN , et que par un point P de Tintersection 
commune on élève une perpendiculaire au plan MN , 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB ; 
car, si elle n*y était pas, on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à Tinlersection com- 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendicu- 
laire au plan MN; donc au même point P il y aurait 
deux perpendiculaires au plan MN ; ce qui est impos- 
visible*. • 

PROPOSITION XX. 

THEOREME. 

H »9l- Si deux plans AB , AD , sont perpendiculaires à 
un troisième MN, leur intersection commune AP sera 
perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car si par le point P on élève une perpendiculaire 
au plan MN , cette perpendiculaire doit se trouver à-la- 
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fois dans le plan A6 et dans le^plan AD*; donc elle cor. i^. 
est leur intersection commune AP. ' 

PROPOSITION XXI. 

THÉOBÊm E. 

Si un angle solide estjbrmépar trois angles plans, fij. 195 
ta somme de deux quelconques de ces angles sera 
plus grande que le troisième. 

Il n*y a lieu à démontrer la proposition que lorsque 
l'ange plan qu*on compare à la somme des deux au- 
tres est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
Tangle solide S forrné par trois angles plans ASB , 
ASC, BSC, et supposons* que Tangle ASB soit le plus 
grsCud des trois; je dis qu'on aura ASB<^ASC + BSC. 

Dans le plan ASB faites Tangle BSD = BSC, tirez 
à volonté la droite ADB; et ayant prisSC = SD, joi- 
gnez AC, BC. 

Les deux côtés BS , SD , sont égaux aux deux BS , 
se y Fangle BSD =BSC ; donc les deux triangles BSD , 
BSC sont égaux ; donc BB=BC. Mais on a AB<^AC 
+ BC ; retranchant d'un coté BD , et de l'autre son 
égale BC , il restera AD<^AC. Les deux côtés AS , SD , 
sont égaux aux deux AS , SC , le troisième AD est plus 
petit que le troisième AC; donc* l'angle ASD <<ASC, * 10, i. 
Ajoutant BSD:=:BSC, on aura ASD + BSD ou ASB 
< ASC + BSC. 

PROPOSITION XXIL " 



/ 



THEOREME. 



JCa somme des angles plans qui foiment un angle 
solide, est toujours moindre que quatre angles droits. 

Coupez l'angle solide S par un plan quelconque fig «a^ 
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ABCDE ; d'un point O pris dans ce plan metiei à tous, 
les angles les lignes OA , OB , OC , O0 , OE. 

La somme des angles deS triangles ASB, BSG, etc., 
formés autour d» sommet S , équivaut h la somme des 
angles d*un pareil nombre de triangles AOB, BOG, etc., 
formés autour du sommet O. Mais au point B les angles 
ABO, OBC, pris ensemble, font Fangle ABC plus 
* 2'- petit que la somme des angles ABS , SBC*; de mêm^ 
au point C on a BCO + OCD<BCS + SCD; et ainsi à 
tous les angles du polygone ABCDE. Il suit de là que 
dans les triangles dont lé sommet est en O , la somme 
des angles à la base est plus petite que la somme des- 
angles à la base dans les triangles dont îe sommet est 
en S ; donc , par compensation , la somme des angles 
formés autour du point O est plus grande quela somme 
des angles autour du point S. Mais la somme des angles 
•5, I. autour du point O est égale à quatre angles droits,*; 
donc la somme des angles plans qui forment l'angle 
solide S est moindre que quatre angles droits. 

Scholie. Cette démonstration suppose que l'angle 
solide est convexe , ou que le plan d'une face prolon- 
gée ne peut janîais couper Tangle solide ; s'il en était 
autrement ^ la somme des angles plans n'aurait plus ds^ 
bornes et pourrait être d^une grandeur qjaelconque.. 

PROPOSITION XXIIL 

THEOREME^ 

Si deitx angles solides sont composés de trois an-^ 
gles plans égaux chacun a chacun, les plans dans 
lesquels sont les angles égaux seront égfiUemerU in- 
clinés entre eux, 

«F w- Soit l'angle ASC =DTF , l'angle ASB = DTE, et 



Tangle BSCs^ETF; je dis que les dem plans ASC, 
A SB , auront entre eux une indiooîson égale à celle des 
plans DÏF, DTE. 

Ayant pris SB à volonté , menez BO perpendicu» 
laire au plan ASC ; du point O , où cette perpendicu- 
laire rencontre le plafi-, menez OA , OC , perpendicu- 
laires sur SA, se ; joignez AB , BC; prenez ensuite T£ 
= SB; menez EP perpendiculaire sur le plan DTF; 
du point P menez PD, PF, perpendiculaires sur TD, 
TF ; enfin joignez DE , EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A , et le triangle 
TITE en D'*', et puisque Tangle A SB z= DTE, on a *6. 
aussi SBA=T£D. D'ailleurs SB=TE; donc le trian- * 
gle SAB est égal au triangle TDE^; donc SAssTD, *5. i. 
et ABcs=:D£. On démnnlrera semblableraent que SC 
=TF, et BC 3b;EF: Cela posé, le quadrilatère SAOC 
est ^gal au <|uadnlatère TDPF; car posant Tangle 
ASC sur son égal DTF, à cause de SAssTD et SCss 
TF , le point A tombera en.D et le point C en F. En 
même temps AO, p^pendicukire k SA , tombera eur 
DP perpendiculaire à TD, et pareillement OC sur PF ; 
donc le point O tombera sur le point P , et on aura 
AO;e=DP. Mais les ti^iangles AOB, BPE, sont rectangles 
en O et P^lhypoténuse ABssDE, et le cote AO es DP; 
donc ces triangles sont égaux*; donc Tangle OABssi *i8, u 
PDE. L'angle OAB e^ Tinclinaison des deux plans 
ASB t ASC ; Tangle PDE est celle des deux plans DTE ; 
DTF ; donc ces deux inclinaisons sont égales entre eUes. 

Il faut dbserver cependant que Tangle A dii triangle 
rectangle OAB n*est proprement l'inclinaison des deux 
plans ASB, ASC, que lorsque la perpendiculaire BO 
tombe , par rapport à SA , du même opté q«e SC ; si 
4^Ue tombait de l'autre côté, alors l'angle des deux plans 
serait obtus ^ et, joint à l'angle A du triangle OAB, il 
fierait deux angles droite Mais dans le même cas l'angle 



l58 GI^OMÉT&IE. 

des deux plans TDE , TDF , serait pareiUeraent obtus, 
et , joint h Tangle D du triangle DP£ , il ferait deux 
angles droits ; donc, comme Tangle A serait toujours 
égal à D , on conclurait de même que rinclinaison âes 
deux plans ASB , ASC, est égale à celle des deux plans 
TDE , TDF. 

Scholie. Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , et qu*en même 
temps les angles égaux ou homologues soient disposés 
de la niéme manière dans les deux angles solides , alors 
ces angles seront égaux , et posés Tun sur Tautre ils 
coïncideront. En effet on a déjà vu que le quadrilatère 
SAOG peut être placé sur son égal TDPF; ainsi en 
plaçant SA sur TD, S C tombe sur TF, et le point O 
sur le point P. Mais , à cause de Pégalilé des triangles 
AOB , DPE, la perpendiculaire OB au plan ASC est 
égale à la perpendiculaire PE au plan TDF ; de plus ces 
perpendiculaires sont dirigées dans le même sens ; donc 
le point B tombera sur le point E , la ligne SB sur T£ , 
et les deux angles solides coincidei*ont entièrement i'up 
avec Tautre. 

Cette coïncidence cependant n'a lieu qu'en suppo- 
sant que les angles plans égaux sont dispose's de la 
même manière dans les deux angles solides ; car si les 
angles plans égaux étaient disposés dans un ordre in- 
uerse, ou , ce qui revient au même , si les perpendicu- 
laires OB , PE , au lieu d*être dirigées dans le même 
sens par rapport aux plans ASC, DTF, étaient dirigées 
en sens contraires, alors il serait impossible de faire 
coïncider les deux angles solides Tun avec Taulre. Il 
n'en serait cependant pas moins vrai, conformément au 
théorème, que les plans dans lesquels sont les angles 
égaux seraient également inclinés entre eux; de sorte 
que les deux angles solides seraient égaux dans toutes 
leurs parties constituantes, sans néanmoins pouvoir. 
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être superposés* Cette sorte d égalité , qui nVst pas ab- 
solue ou de superposition , mérite d*être distinguée par 
une dénomination pai*ticulière : nous rappellerons 
égaillé par symétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s'agit, qui sont 
formés par trois angles plans égaux chacun à chacun , 
mais disposés dans un ordre inverse , s'appelleront a/i- 
gles égaux par symétrie, du simplement angles symé* 
triques • 

La n\éme remarque s'applique aux angles solides 
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plans A, B, G, D, £, et on 
autre angle solide formé par les mêmes angles dans un 
ordre inverse A , £ , D, €, B , peuvent être tels que 
les plans dans lesquels sont les angles égaux soient éga- 
lement ioclioés entre eux. Ces deux angles solides , qui 
seraient égaux sans que la superposition fût possible, 
s'appelleront angles solides égaux par symétrie, ou 
angles solides symétriques. 

Dans les figures planes il n'y a point proprement 
d'égalité par symétrie , et toutes celles qu'on voudrait 
appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de super- 
position : la raison en est qu'on peut renverser une 
figure plane , et prendre indifféremment le dessus pour 
le dessous. Il en est autrement dans les solides où la 
troisième dimension peut être prise dans deux sens 
différents. 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLEME. 

Étant donnés les trois angles plans qui forment un 
angle solide, trouver par une construction plane 
V angle que deux de cçs plans font entre eux. 
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fip. 198. Soit S raogle solide proposé^ dans lequel on oonnaft 
les trois aogles plans ASB, ASC, BSC ; on demande 
Tangle <|ue font entre eux deux de ces plans, par 
exemple les plans ASB , ASC. 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que 
dans le théorème précèdent , Tangle O AB serait fangle 
requis. H s*«git donc de trouver le néme angle par une 
construction plane ou tracée sur un plan* 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA , ASC, 
B^SC, égaux aux angles BSA, ASC, BSC, dans la 
figure solide ; prenez fi'S et B^S égaux chacun à BS 
de U figure solide ; des points B' et B^ abaisses B'A 
et B"C peipendiculaires sur SA et SC , lesquelles se 
rcncoo limeront en un point O. Do point A comme oen* 
tre et du rayon AB' décrives la demi-drconférenoe 
B'^E ; au point O élevez -sur B'£ la perpendiculaire 
O^, qui rencontre la drconfSrenœ en by joignez eA^, 
et Tangle 'Ekb sera Tinclinaison cherchée des deux plans 
ASC , ASB , dans Tangle solide. 

Tout ae réduit à fatre voir que le triangle AOh de 
la figuré plane est égal au triangle AOB de la figuits 
solide. Or les deuj^ triangles B'SA, BSA , sont rectas-* 
gles en A , les angles en S soot égaux ; donc les angles 
en B et B' sont pareillement égaux. Mais l'hypoténuse 
SB' est^^ale à l'hypoténuse SB ; donc ces triangles sont 
égaux ; donc SA de la figure T^iaae est égale à SA de h 
figure solide , et aussi AB', ou son égale AM dans la 
figure plane est égale à AB dans la figure solide. On 
démdntrera de même que SC est égal de part et d'au- 
tre ; d'où il suit que le quadrilatère SAOC est égal dans 
Tune et dans l'autre figure, et qu'ainsi AO de la figure 
plane est égalii AO de la figure solide; donc dans lune 
et dans l'autre les triangles iiectangles A06, AOB , ont 
l'hypoténuse égale et un côté égal ; donc ils sont égaux , 
et l'angle "EAb, trouvé par la consti*uction plane, est 
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égal à rinclinaison des deux plans SAB , SAC , dans 
l'angle solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et B' dans la 
figure plane, Tangle EA^ devient obtus, et mesure 
toujours la vraie inclinaison des plans : c*est pour cela 
que Ton a désigné par EA^, et non par OA^, Tincli-. 
liaison demandée , afin que la même solution convienne 
à tous les cas sans exception. 

Scholie. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté , on pourra former avec ces trois 
angles plans un angle solide. 

D'abord il faut que la somme des trois angles donnés 
soit plus petite que quatre angles droits , sans quoi 
Tangle solide ne peut être formé * ; il faut de plus * it. 
qu'après avoir pris deux des angles à volonté B'SA , 
ASC , le troisième CSB" soit tel , que la perpendicu- 
laire B"G au côté SG rencontre le diamètre B'£ entre 
ses extrémités B' et E« Ainsi les limites de la grandeur 
de l%mgle GSB" sont celles qui font aboutir la perpen- 
di<;ulaire B"G aux points B' et £. De ces points abaissez 
sur es les perpendiculaires B'I , EK , qu rencontrent * 
en I et K la circonférence décrite du rayon SB" , et les 
limites de Tangle GSB" seront GSl et CSR. 

Mais dans le triangle isoscèle B'SI , la ligne CS pro- 
longée étant perpendiculaire à la base B'I , on a l'angle 
CSl = GSB' = ASG + ASB'. Et dans le triangle isos 
cèle ESR, la ligne SG étant perpendiculaire à £K, on 
a TangleGSKss: GSE^ D'ailleurs , à cause des triangles 
égaux ASE, ASB% l'angle ASE = ASB' ; donc GSE ou 
CSK = ASC— ASB'. 

Jl résulte de là que le problême sera possible toutes 
les fois que le troisième angle GSB" sera plus petit que 
la somme des deux autres ASG, ASB', et plus grand 
que ieur différence ; condition qui s'accorde avec le 
théorème xxi ; car , en vertu de ce théorème , il faut 

II 
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^'OD ait CSV < ASC + ASW ; il fraft 9am qu*on ait 
ASC < CSB" + ASB' , ou CSB" > ASC— ASB'. 



PROPOSITION XXV. 

PROBLEME. 

< 

Étant donnés deux des trois angles plans qnijor-- 
ment un angle solide , avec V angle que leurs plans 
font entre eux, trouver le troisième angle plan. 

fig. 198. Soienl ASC, ASB', les àevtx àii|«les planb AoniléSt et 
supposons pour iui ntomenrt (|tte CSB'' soit le troisièine 
angle que Ton cherche j alors , en faîsaaA la lééme eoB« 
stTiiction que dans le problème préeédeDt,,yangle com^ 
pris e»lre les plan» dé» deiin premiers serait £A6. Or.,' 
de même qu*on détermfnie Faogle 'EAb par le ftioyen 
de CSB/', les deax autres étanrt donnes; de matye on 
peut déterminer CSB'^ par le moyen- de "EAb^ c^qaî 
résoudra le probliême proposé. 

Ayant pris SB' à volonté, abaissez* snr SA lai pérpeo^ 
dicukij*e indéfinie VKy h^iea Tan^reE-A^égal à ITangle 
des deux plans donnés ; dO' point d oii le côté A^ rei»* 
contré k eircbnférlsiïce diécrile du eenire A et du rayon 
AB'^.àibaissez sur A£ la pérpendrctilfairef M, et dw point 
O abaissez sur SC la pec{)endieulaire' indéAmo OCI^, 
que ¥ousternjinjsreB e» B" de martière t^ûé SfiP>sSB^ ; 
Tan^le CSB^' seva 1er treîsièttie angfe^ plan «femandé^ 

Car si on forme un: angle solide àvee^lés triais anj^les 
plans B'SA , ASC, CSB", rinclinaisèn des-plails où sont' 
les aaglës donné» ASB^, ASG^ sera égale à l'angle 
donné £A^. 

fig. 199. Sehoiie». St un< angle solide est ^uadi^upit, on formé 
par quatre angles plana ASBr, BSG, C&D,DSiA,la 
conn«issa»ee de ces angles ne suffit pas pour déterminer 
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les inclinaisons mutuelles de leurs plans ; car avec les 
mêmes angles plans on pourrait former une infinité 
d'angles solides. Mais si on ajoute une condition, par 
exemple, si on donne Finclinaison des deux plans ASB, 
BSG, alors l'angle solide est entièrement déterminé, et 
on pourra trouver Tinclinaison de deux de ses plans 
quelconques. En effet, imaginez un angle solide triple 
formé par les angles plans ASB , BSG , ASC ; les deux 
premiers angles sont donnés, ainsi que Finclinaison de 
ienrs plans ; on pourra donc déterminer, par le pro- 
Même qu'on vient de résoudre, le troisième angle ASC. 
Ensuite', si on considère Fanglé solide triple formé par 
Kes angles plàn^ASC, ASB, DSC, ces trois ailgleîf sont 
connus J aiiisi Tangfe solide est entièrement déterminé. 
Mais Taligl^ sàl?de quadruple est formé par la réuniort 
des- deux angles sofides triples dont on vient âe parler ; 
donc , puisque ces angles partiels sont connus et déter- 
mines , l'aâgle tbial sdra paràtlement connu et déter- 
imné. 

L'àtt^ de^ deux plans ASD, DSC, se t?rouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
paHieh Quant k l'angle des deux plans BSC, CSI>, il 
faudrait dans un -angle solide partiel chercher l'angle 
côArpris* entre les deux plans ASC, DSC, et dans Tautre 
Tangle eonfkprîs entre les^ deux plans ASC, BSC; la 
somme de tes deu^ angles serait l'angle compris entre 
Tes plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même manière que , pour déter- 
niiriér un' angté solide quintuple , il faut connaih*e, 
outVe'le^ cinq angles plans qui lé composent, dâux des 
inclinaisons mutuelles de leurs- plarès ^ il en fatidratt trois 
dans Fangfe solide sextuple, et ainsi de snite. 
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LES POLYEDRES. 



DEFINITIOirS. 



L yJv appelle solide polyèdre , ou simplement ;9o(^- 
dre, tout solide terminé par des plans ou des faces 
planes. (Ces ^lans sont nécessairement terminés eux- 
raémes par des lignes droites.) On appelle en particu- 
lier te'traèdré le solide qui a quatre faces; hexaèdre 
celui qui en a six ; octaèdre celui qui en a huit ; dodé- 
caèdre celui qui en a douze ; icosaèdre celui qui en a 
vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres ; car 
il faut au moins trois plans pour former un angle so- 
lide , et ces trois plans laissent un vide qui , pour être 
fermé , exige au moins un quatrième plan. 

II. L'intersection commune de deux, faces adjacentes 
d'un polyèdre s'appelle côte ou arête du polyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux, et dont tous 
les angles solides sont égaux entre eux. Ces polyèdres 
sont au nombre de cinq. Voyez V appendice aux livres 
VI et VIL 

IV. Le prisme est un solide compris sotis plusieurs 
plans parallélogrammes , terminés de part et d'autre 
par deux plans polygones ég^ux et parallèles. 

if. 9too. Pour construire ce solide , soit AfiCDE un polygone 
quelconque; si dans un plan parallèle à ABC, on mène 
les lignes FG , GH, Hl, etc., égales et parallèles aux 
côtés AB, BC, CD, etc., ce qui formera le polygone 
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FGHIK égal à ABGDE ; si ensuite on joint d'un plan à 
l'autre les sommets des angles homoloeues par les 
droites AF,BG, CH, etc., les faces ABGF, BCHG, etc., 
seront des parallélogrammes , et le solide ainsi formé 
ABGDEFGHIK sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABGDE , 
FGHIK , s'appellent les bases du prisme ; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
surface latérale ou coréfkxe du prisme. Les droites 
égales AF,BG, CH, etc., s'appellent les côtés du prisme. 

VI. La hauteur d'un prisme est la distancé de ses 
deux bases , ou la perpendiculaire abaissée d'un point 
de la base supérieure sur le plan de la base inférieure. 

VU. Un prisme est droit lorsque les côtés AF, 
BG , etc. , sont perpendiculaires aux plans des bases : 
alors chacun d'eux est égal à la hauteur du prisme. 
Dans tout autre cas le prisme est oblique, et la hauteur 
est plus pet île que le côté. 

VJIL Un prisme est triangulaire, quadrangulaire , 
pentagonal, hexagonal, etc. , selon que la base est un 
triangle , un quadrilatère , un pentagone , un hexa- 
gone , etc. 

IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme, ffg. ao6. 
a toutes ses faces parallélogrammiques j il s'appelle 
parallélipipède. 

Le parallélipipède est rectangle lorsque toutes ses 
faces sont des rectangles. ^ 

X'. Parmi les parallélipipèdes rectangles on distingue 
le cube ou hexaèdre régulier compris sous six quarrés 
égaux. 

XI. ha pyramide est le solide formé lorsque plusieurs fig. 196. 
plans triangulaires parlent d'un même point S , et sont 
terminés aux différents côtés d'un même plan polygonal 
ABGDE. 

Le polygone ABGDE s'appelle la base de la pyra- 



} 
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. mide , le poiot S ,ep esX le commet, et )*eQfienii4e d«i 
triangles 4SB, BSG, Me., forbie la surface convexe 
ou latérale de la pyraroide. 

XH. La hauiei^ de la pyramide est la perpeadicu* 
laire abaissée du somnoiet suj^ le plan, de la base , prQ- 
loB^ 8*il e$t nécessair^f 

XIJI. La pyramide est trmngulaire, guadrangu^ 
laire, etc., selon que la base est un ti*iangf^, un qua- 
ilrilatère, etc. 

XIV. Une pyramide est régulière, lof^ue la base 
est un polygone régulier, et qu*en même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur Je plan de la 
base passe par le centre de cette base : cette ligne 
s'appelle alors Vaxe de la pyramide. 

XV. Diagonale d'un polyèdre pst la di*oite qui joint 
les sommets de deux angles solides ;ipp .adjaceD^ts. - 

XVI. J'appellerai polyèdres symétriques 4^us po- 
lyèdres qui , ayant une base comfnune , sont construits 
semblablement , Tun au-dessus du plan de cette base, 
l'autrje au-sdiessous , avec cette condition que les som- 
mets des angles solides l^pmo|ogups soient ^tués àég^es 
distances du plan de la base, sur une même dr<>ile 
perpendiculaire ^ ce plan. 

fi(. 309. Far exemple, si la droite ST est perpendiculaire au 
plan ABC , et qu'au point O , où elle rencontre ce plan, 
^e soit divifée ejf deux pa.rliés égales , les deux pyra- 
mides SÂBG , TABC , qui ont la base ppminvui^ ÂBC , 
seroDt deux polyèdre^ syji^triqu^^. 

XVII. Deux pyramides trian§\ilqdres souf semblur 
blés, lorsqu'elles ont deux ^ces semblables chaqune à 
cbacuae , semblablement placées et également inclinées 
entre elles. 

Sg. ao3. Ainsi, en supposant les apgle3 A3C=DEF, BAC 
=EDF , ABS = DET, BAS=EDT, si en outre l'in- 
clinaison des plans ABS, ABC, est égale à celle de 
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Jl(eui^homo}og]tte8PT£, DtEF, les (ty^^wides SABC,' 
TJ>£F , seronl sembl^Ues. 

XVllL Ajaat formé ^n triangle avec les «ômmeU 
de trois angles pi*îs sii^r pne m^^ fa^e pu Jbase d'un 
polyèdre, 00 peut iiap^ginçr qii^ le^ sommets des dif- 
férent â^gl^ solides du polyçdre , situés hors du plan 
de cette ]ofiiSfi , s^nt ceupL d*auJMiat d^ pyramides trian» 
gulaires qui ont pour basç co,nunune le triangle dési- 
gné , et cbaoune de ces pyramides déterminera la posi- 
tion de chaque angle solide du polyèdre par rapport à 
la base. Cela posé : 

Deux pofyèdre^'sont semblables lorsqu*ayant des bases 
semblables , Us sommets des angles solides homologues, 
hors de ces bases , sont déterinincs par des pyramides 
triangulaires semblable chafiunp k qhacune: 

XIX. J'appellerai ^omme^5 d'un polyèdre les points 
fitués aux sommets de ses différents angles solides. 

N, B. Toas les polyèdres que nous considérons sont des po- 
lyè^bnes à angles saillants ou polyèdres convexes. Nous appelons 
lônsi ceux dont la surCace ne peut être rencontrée par «ne 
ligne droite en plus de deux points. Dans qes sortes de polyè- 
dres le plan prolonge' d*une face ne peut couper le solide; .il est 
donc impossible que le polyèdre soit en partie au-dessus du 
plan d'ane face, en partie au-dessous; il est tout entier dW 
même côte' de ce plan. 

PROPOSITION PREiyiIÈRE. 

THEOREME. 

' Deux polyèdres ne peuvent at^oir les mêmes som-- 
mets et en même nomhre sans coïncider l'un a^ec 
l'autre. 

Car supposons Tun des polyèdres déjà construit, 
si on veut en construice un autre qui ait les mêmes 
sommets et en même nombre , il faudra que les plans 
de celui-ci ne passent pas tous par les mêmes points 
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que dans le premier , sans qaoi ils ne différeraient pas 
Tun de l'autre : mais alors il est clair que quelques-uns 
des nouveaux plan» couperaient le premier polyèdre ; 
il y aurait des sommets au-dessus de ces plans, et des 
sommets au-dessous , oe qui ne peut convenir à un po- 
lyèdre convexe : donc, si deux polyèdres ont les mêmes 
sommets et en même nombre , ils doivent nécessaire- 
ment coïncider Tun avec Tautre. 

Stholie. Etant donnés de position les points A , B , 
C, K, etc., qui doivent servir de sommets à un polyè- 
dre , il est facile de décrire le polyèdre. 
Tig. S04. Choisissez d'abord trois points voisins D, £/H, tels 
que le plan D£H passe , s'il y a lieu , par de nouveaux 
points R, G, mais laisse tous les autres d'un même coté, 
tous au-dessus da plan ou tous au-dessous ; le plan 
DEH ou DEHKG, ainsi déterminé , sera une face du 
solide. Suivant un de ses cotés EH , conduisez un plan 
que yous ferez tourner jusqu'à ce qu'il rencontre ud 
nouveau sommet F, ou plusieurs à-la-fois F , 1 ; vous 
aurez une seconde face qui sera FEH ou FEHl. Conti- 
nuez ainsi en faisant passer des plans par les cotés trouvés 
jusqu'à ce que le solide soit terminé de toutes parts : ce" 
solide sera le polyèdre demandé, car il n^y en a pas 
deux qui puissent avoir les mêmes sommets* 

PROPOSITION IL 



^ 



THEOJLEME. 



Dans deux polyèdres symétriques les farces homo- 
logues sont égales chacune à chacune, et l'inclinai- 
son de deux faces adjacentes, dans un de ces solides, 
est égale à finclinaison des faces homologues dans 
Vautre, 

sif'4. Ao5. Soit ABCDE la base commune aux deux polyèdres , 



! 
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soient M et N les sommets de deux angles solides quel- 
conques de Tua des polyèdres , M' et N' les sommets 
homologues de l'autre polyèdre ; il faudra , suivant la 
définition , que les droites MM', NN' , soient perpendi- 
culaires au plan ABC, et qu'elles soient divisées en deux 
parties égales aux points m et n oh elles rencontrent ce 
plan. Cela posé, je dis que la distance MN est égale 
à M'N'. 

Car si on fait tourner le trapèze mMfWn autour de 
mn ju8qu*à ce que son plan s'applique sur le plan 
mMNn ; à cause des angles droits en m et en n, le côté 
nM' tombera sur son égal mM. , et nW sur nN ; donc 
les deux trapèzes coïncideront , et on aura MN=M'N'. 

Soit P un troisième soinmet du polyèdre supérieur, . 
et P' son homologue dans Tautre , on aura de même 
MF = M'P' et NP=JN'P' ; donc le triangle MNP, qui 
joint trois sommets quelconques du polyèdre supérieur, 
est égal au triangle M'WP' qui joint les trois sommets 
homologues de Vautre polyèdre. ' 

Si parmi ces triangles on considère seulement ceux 
qui sont formés à la surface des polyèdres, on peut déjà 
conclure que les surfaces des deux polyèdres sont com- 
posées d'un même nombre de triangles égaux chacun à 
chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
polygone, les triangles homologues seront dans un même 
plan sur l'autre surface et,.formeront une face polygone 
égale* 

En effet , soient MPN , NPQ , deux triangles adja- 
cents qu'on suppose dans un même plan , et soient 
MT'N', N'P'Q', leurs homologues. On a l'angle MNP 
=M'NT', l'angle PNQ==P'N'Q' ; et si on joignait MQ 
et M'Q', le triangle MNQ serait égal à M'N'Q', ainsi on 
aurait l'angle MNQ = M'N'Q'. Mais puisque MPNQ est 
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«n $^ul plaQ , OD a rAii|;Ie MNQ ^ MNP -f PNQ ; 4pm 
on aura aussi M'N'Q'=M'N'P'4-P'iN'Q'. Or, #i les trois 
plans M'N'F, P'N'Q', M'N'Q', n'étaiei^t pas ooafoodus 
ço UD seul, ces trois plans formeraient ut^ ^ngle fiolide, 

• lo . 5. et on aurait * Tan^e M'N'Q'< M'NT' + P'N'Q' ; dooc, 

puisque cette coiscUUop n*a pas lieu , 1^ deux tiiao^pies 
M'N'P', P'N'Q', sont daps un iD^ioe plan. 
' ^ Il suit de là que chaque face , soit triangulaire , aoit 

polygone, dans un polyèdre, répond à une f^e égale 
dans Tautre^ et qu'ainsi les deux polyèdres sont co.oi- 
*pris sous un même nombre de plans égaux , chacuD à 
chacun. 

1) reste à prouver que Tinclinaison de deui^ fac<# ad- 
jacentes quelconques d|ins' Tun des polyèdres eat 4gale à 
Tinclinaison des deux faces homologues dans Tautr^. 

Soient ]\(1PN, NPQ, deux triangles formés sur Ta- 
rête commune ^P dans les plans des deux face^ adja- 
centes; soient M'P'JN', IVT'Q', leurs homologues; on 
peut concevoir en N un angle soUde formé par les trois 
angles plans MNQ , MNP , PNQ , et en N' un angle 
solide formé par les trois M'N'Q\ M'NT, P'N'Q'. Or , 
on a déjà prouvé que ces angles plans sont égaux chacun 
à chacun ; donc Tinclinaison des deux plans MNP, PNQ, 

* ââ, 5. est égale à celle de leurs homologues M'N'P', P'N'Q'*. 

Donc , dan^ ks polyèdres symétriques , les faces sont 
égalas chacune à chacune , et les plans de deux faces 
.quelconques adjacente^ d*un des solide^ , ont entre eux 
la même inclinaison que les plans des deux faces homo- 
logues de Tautre solide. 

Sc^ie» On peut rem^irquer que les angles solides 
d\un polyèdre sont les symél,riqijLes des angles solides de 
Vautre polyèdre ; car si Tangle solide N e^ formé par 
les plan^ MNP, PNQ , QNR, etc., son homologue N' 
e$t formé par les plans M'N'P', P'N'Q'/q'N'E', etc. 
Ceux-ci paraissent disposés dans le m^e ordre que les 
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autres; mais çpffïtjfxç \»9 deuir angles solide^ «oat duns 
une situation iaversue Tm) p«r rapport à Tautre , il s'en- 
Bvàï. que )a disposition réelle des plans qui form^snt 
Tan^le solide N' est Tijoverse de celle quj a lieu dans 
J'aogle homolc^gviç Pî. D^aiUfejurs les iaciinaisoiis des 
plaps oon^épgi.lifs sont égales da^s Tup et dan^ l'autre 
^angle soUdp ; donc ces angles solides sont sjmétriquQ^ 
Pun de Tat^tre» Voye% le scholie de la prop. XXIll, 

Cette riemarque prouve qu'un polyèdre quelconque 
nepeiif q.ifQir qu'un ,seul polyèdre symétrique. Car si on 
construisait sjur yne autre base un nouveau polyèdre 
s]rip.é.t|riqu.e au polyèdre donné y )^s angles solides dç 
celui-ci seraient toujours symétriques des aagles du po- 
lyèdre donné ; donc ils seraien t'égayx à ceux du polyèdre 
symétrique -CQpstruit sur la première base^ P*aiUeui*s les 
faces homologues seraient toi^ jours égales; donc ces deux 
|)plyèdres symétriques construits sui* Moe base ou a^r 
u^e autre auraient les faces égales et les angles solides 
égaux; donc ils coïncideraient par la superposition, e( 
ne feraient qu un seul et même polyèdre* 



PROPOSITION III. 



THEOREME. 



Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un angle 
solide compris entre trois plans égaux chacun à 
cfig^uii et semblahlement placés, 

^pit.la base ABCDË égale à la base abcde^ le parallé- fig. aoo. 
logramipe AfiGF égal au parallélogramme abgf, et le 
pmiaUélogt'amme fiCHG égal au parallélogramme bchg; 
je dis yis|ue le prisme ABCl sera égal au prisme abci. 
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Car soit posée la base ABCDE sur son égale abcde, 
ces deux bases coïncideront : mais les trois angles plans 
qui forment Tangle solide B sont égaux aux trois angles 
plans qui forment Fangle solide b , chacun à chacun , 
savoir, ABC = abc, ABGzszabg, et GBC =^; de 
plus ces angles sont seroblablement placés : donc les 
angles solides B et 6 sont égaux , et par conséquent le 
côté BG tombera sur son égal bg. On voit aussi qu'à 
cause des parallélogrammes égaux ABGF, abgf, le côté 
GF tombera sur son égal gf, et semblablement GH sur 
gh; donc la base supérieure FGHIR coïncidera entière- 
ment avec son égsAéJghik, et les deux solides seront con- 
* ' • fondus en un seul , puisqu*ik auron t les mêmes sommets*. 
Corollaire. Deux prismes droits qui ont dés bases 
égales et des hauteurs égales sont égaux. Car ayant le 
côté AB égal à a^, et la hauteur BG égale *& bg , le rec- 
tangle ABGF sera. égal au rectangle abgf; il en sera de 
même des rectangles BGHG, bghc; ainsi les trois plans 
qui forment Tangle solide B sont égaux aux trois qui for 
ment Tangle solide b. Donc les deux prismes sont égaux. 



PROPOSITION IV. 



THEOREME. 



Dans tout parallélipipède les plans opposés sont 
égaux et parallèles , 

fi($. au6. Suivant la définition de ce solide , les bases ABCD , 
EFGH , sont des parallélogrammes égaux, et leurs 
côtés sont parallèles : il reste donc à démontrer que la 
même chose a Heu pour deux faces latérales opposées , 
telles que AEHD , BFGC. Or, AD est égale et parallèle 
à BC , puisque la figure ABCD est un parallélogramme ; 
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par une raison semblable A£ est égale et parallèle à 
BF : donc l'angle DAE est égal à l'angle CBF*, et le ' i3, r>. 
plan DAE parallèle à GBF; donc aussi le parallélo- 
gramme DAEH est égal au parallélogramme CBFG. On 
démontrera de même que les parallélogrammes opposés 
ABFE , DGGH , sont égaux et parallèles. 

Corollaire. Puisque le parallélipipède est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et 
parallèles, il s'ensuit qu'une face quelconque et son op- 
posée peuvent être prises pour les bases du paralléli- 
pipède. 

SchoUe, Etant données trois droites, AB, AE, AD, 
passant par un même point A, et faisant entre elles des 
angles donnés , on peut sur ces trois droites construire 
un parallélipipède ; il faut pour cela mener par l'extré^ 
mité de chaque droite un plan parallèle au plan des 
deux autres ; savoir., par le point B un plan parallèle à 
DAE , par le point D un plan parallèle à BAE, et par 
le point E un plan parallèle à BAD. Les rencontres 
mutuelles de ces plans formeront le parallélipipède 
demandé. l 

PROPOSITION V. 



THEOREME. 



.?' 



Dans tout parallélipipède les angles solides op-- 
posés sont symétriques l*un de Poutre ; et les diago^- 
nales menées par les sommets de ces angles se coupent 
mutuellement en deux parties égales. 

Gompavons, par exemple, l'angle solide A à son op-.^g- ***^» 
posé G; l'angle EAB , égal à EFB, est aussi égala 
HGG, l'angle DAR= DHE = GGF , et l'angle DAB 
= DGB = HGF ; donc les trois angles plans qui for- 
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ment Tarogle solide A «ont égaux aux trois' qui forment 
l'angle solide G , chacun à chacun ; d'aillears il est facile 
de voir que leur disposition est diÉS?rentè dans l'un et 
dans Tautre; donc i<» les deui angles sofides A et G 
* s3. 5. sont sjrnvétriqties Tun de TaùCrcf*. 

En second Keu, imaginons deur diagonales EC, A<x, 
menées Tune et l'autre par des sommets' opposés : 
puisque A£ est égale et parallèle à CG, là fîgtire AE6C 
est un parallélogramme; dohc tes dfogonales ËC, AO, 
se eouperont muluellenient en de^x parties é^eis. On 
démontrera de même que la diagonale £G et une* sMte 
HP se couperont aussi en deut parties égales ; donc 
!k^ les quatre diagonales sé cô^iperoiiv itautuéllëment en 
deux parties égales, dans nu ïAètaé poittt qi!r*on peut 
regaider coimne le centre du parallélii^î^èAe. 

PROPOSITION VL 

théobÊmb. 

ûg. 907. Le plan BDHF, qui passe par deux arêtes paral- 
lèles opposées BF, DH, dif^ise le parallelipipède AG 
• en deux prismes triangulaires ABDHEF, GHFBCD, 
symétriques Vunde Vautre, 

D'abord ces deux solides sont des prismes ; car les 
triangles ABD , £FH , ayant leurs cotés égaux et paral- 
lèles , sont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFÎE , ADHE , BDHP\ sont des parallélogrammes ; 
donc le solide ABDfïEF est un prisme : il en est de 
même du solide GHFBCD. Je dis maintenant qtke ces 
deuil prismes sont symélriqoes Ton de 'Faiitre. 

Sur k'base ABD £iites le prisme ABDfET'H' quMnt 

le Sj^métriqud du prisme ABDEFB- Suivant ee quii a 

* i. été démontré* , le hrn* ABF'Ë' est égal i AffiPIS , et le 
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plan ADH'E' e^ égal à ADHE ; itiaià à on compare Iq ' 
prisme GHFBCD au prime ABDH'E'F', la baseGHF 
est égale à ABD5 le parallélogramme GHDG, qui est 
égal à ABFE , est aussi égal à ABF'£\ et le parallélo- 
gramme GFBG , qui est égal à ADHE , est aussi égal à 
ADH'E'; donc les trois plans qui forment l'angle solide 
G dans le prisme GHFBGD , sont égaux aux trois plans 
qui forment Tangle solide A dans le prisme ABDH'E'F', 
chacun à chacun , d'ailleurs ils sont disposés sembla- 
blement; donc ces deux prismes sont égaux* , et pour- *3. 
raient être superposes. Mais l'un d'eux ABDH'E'F' est 
symétriquedu prisme ABDHEF;doncrautre,GHFBCD, 
est'àussi le symétrique de ABDHÊF. 

PROPOSITION VII. 

Dans tmxt prisme ABGI, les sections MOPQR^ fig. »oi. 
STNXy , Jàiêes par des plans forallètes , sont dçs 
polygones égaux. 

Car les côtés MO , ST, sont paraltèles, comme étant 
les intersections de deux plans parallèles par un trôi- 
sîèhie plan ABGF; ces mêmes côtés MO, ST, sont 
compris entre les parallèles MS, OT, qui sont tôles du 
prisme ; donc MO est égal à ST. Par une semblable 
raison fes éôtés Oï^, PQ, QR, etc- , de la section 
MOPQB, sont égau< respectîvemcnf aux côtés TN, 
NX, XY, etc., de la section StTNÎY. U'àilleurs les 
côtés égaux Aaàt en même temps parallèles , il s'ensuit 
que les angles MOP, OPQ, etc., de la première section, 
sont-éjgaut respectivement aux angles STN , TNX, etc., 
de la secdnde. Donc les deux sections MOPQR, STNXY, 
sont âes polygones égaux. 
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. Corollaire. Toute section faite dans ua. prisme pa- 
rallèlement à sa base , est égale à cette base. 



PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

r-g. ao8. IjCs deux prismes triangulaires symétriques 
ABDHEF, BCDFGH , dans lesquels se décompose 
le parallélipiphde AG, sont équivalents entre eux. 

Par les sommets B et F menez perpendiculairement 
au côté BF, les plans 'Bade, Tekgy qui rencootreront , 
d*une part en a^ d, c, de Tautre en e, h, g, les trois 
autres côtés AË , DH ^ GG , du même parai lélipipède ; 
les sections Bade, Fehg, seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sont égales, parce qu'elles sont faites 
* par des plans perpendiculaire^ à une même droite et par 
* 7- conséquent parallèles* ; elles sont des parallélogrammes, 
'parce que deux côtés opposés d'une même section aB , 
de, sont les intersections de deux plans parallèles ABFE, 
DC6H, par un même plan. 

Par une raison semblable , la figure BaeF est un pa- 
rallélogramme , ainsi que les autres faces latéi*ales 
BFgc> cdhg, adhe, du solide BadcFehg; donc ce solide 
''a^r.4. est un prisme * ; et ce prisme est droit , puisque le côté 
BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé, si par le plan BFHD on divise le prisme 
droit Bh en deux prismes triangulaires droits aBdèFh, 
BdcFhg; je dis que le "prisme triangulaire oblique 
ABDEFH, sera équivalent au prisme triangulaire droit 

aBdeFh. 

♦ 

En effet ces deux prismes ayant une partie commune 
ABDAeF , il suffira de prouver que les parties restantes, 
savoir , les solides BaADd, FeEHh, sont équivalents 
entre eux. 
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Or , à cause des pai*dlélograniines ABFE , aVFe, les 
tAiés AE, ae, égaux à leur parallèle BF, sont égaux 
entre eux ; ainsi , en ôtant la partie commune Ae, il 
restera Aa=Ee. On pi*ouvera de même que DcItssH^ 

Maintenant, pour opérer la superposition des deux 
solides BaAD^^ FèEUh, plaçons la, base Feh sur son 
égale Badf; alors le point e -tombant en a, et le point 
h en d, les cotés èE , hVL , tomberont sur leurs égaux 
a A , dD ,' puisqu'ils sont perperidiculaires au même 
plan Bâd* Donc les deux solides dont il s'agit coïncide- 
ront entièrement Tun avec Tautre ; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 
BadFek. 

On démontrera semblablement que le prisme oblique 
BDCFHG est équivalent au prisme droit BdéFkg, 
Mais les deux prismes droits BadFeh, BdcFhg, sont 
égaux entre eux , puisqu'ils ont même hauteur BF , et 
que leurs bases Bad, Bdc, sont moitiés d'un même pa> ^^ 
rallélogramme*. Donc les deux prismes triangulaires cor. 
BADFEH, BDCFHG, équivalents à des prismes égaux, 
sont équivalents entre eux. 

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est 
la moitié du parallélipipède AG, construit sur le même 
angle solide A , avec les mêmes arêtes AB, AD , AE. 

PRO^^OSITION IX. 

PROBLEME. 

Si deux parallélipipèdes AG , AL , ont une base f^^ ,09 
commune ABCD, et que leurs bases supérieures 
E^GH, IKLM, soient comprises dans un même plan 
et entre les mêmes parallèles EK, HL, ces deuxpa-- 
rallélipipèdes seront équis^alcnts entre eux, 

12 



- > 

V 
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Il peut arriver trois cas , selon que El est plus 
grand, plus petit, ou égal à £F ; mais la démonstratioD 
est la même pour tous : et d'abord je dis que le prisme 
triangulaire ÂEIDHM est égal au piîsme triangulaire 
BFKCGL. 

En effet, puisque AE est parallèle à BF et HE i GF, 
l'angle AEI = BFR, BEI = GFR, et HE A = GFB. 
De ces six angles les trois premiers forment Tangle so- 
lide E , les trois autres forment Tangle solide F ; dooc , 
puisque les angles plans sont égaux chaeun à chacun, 
et semblablement disposés , il s'ensuit que les angles 
solides E et F sont égaux. Maintenant, si on pose le 
prisme AEM sur le prisme BFL , et d'abord la base 
AEI sur la base BFK , ces deux bases étant égales coïn- 
cideront ; et puisque Tangle solide E est égal à Taogle 
solide F , le côté EH tombera sur son égal FG : il n'en 
faut pas davantage pour prouver que les deux prismes 
coïncideront dans toute leur étendue ; car la base AEI 
et l'arête EH déterminent le prisme AEM, comme la 
" 3. base BFK et Tarête FG déterminent le prisme BFL* : 
donc ces prismes sont égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM , 
il restera le parallélipipède AIL ; et si du même solide 
AL on retranche le prisme BFL , il restera le paralléli- 
pipède AEG ; donc les deux parallélipipédes AIL, AEG, 
sont équivalents entre eux. 

PROPOSITION X. 

4 

THEOREME. 

Deux parallélipipédes de même base et de même 
hauteur sont equii^alents entre eux, 

' fig. 310. Soit ABGB la base commune aux deux parallélipi- 
pédes, AG, AL ; puisqu'ils ont même hauteur , leurs 
bases supérieures EFGH, IRLM, seront sur le même 
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plan. De plus les côtés EF et AB sont égaux et parai* 
lèles , il en est de même de IK. et AB ; donc EF est égal 
et parallèle à IK : par une raison semblable GF est * 
égal et parallèle à LK. Soient prolongés les côtés EF , 
HG , ainsi que LK , IM, jusqu'à ce que les uns et, les 
autres forment par leurs intersections le parallélo* 
gramme NOPQ , il est clair que ce parallélogramme 
sera égal à chacune des bases EFGH , IKLM. Or si on 
imagine un troisième parallélipipéde qui, avec la même "^ 
base inférieure ABGD, ait pour base supérieure NOPQ, 
ce troisième parallélipipéde serait équivalent au parai- - 
lélipipède AG'*' , puisqu'ayant même base inférieure , * 9. 
les bases supérieures sont comprises dans un même 
plan et entre les parallèles GQ, FN. Par la même raison 
ce troisièmCv parallélipipéde serait équivalent au paral- 
lélipipéde AL ; donc les deux paraliélipipèdes AG , AL, 
qui ont même base et même hauteur , sont équivalents 
entre eux. 

PROPOSITION XI. 

THEOREME. 

Tout parallélipipéde peut être changé en un pa- 
rallélipipéde rectangle équii^alent qui aura même 
hauteur et une base équii^alente. 

Soit AG le parallélipipéde proposé ; des points. A , Sg. «lo. 
B, G, D , menez AI ^ BK, CL, DM , perpendiculaires 
au ipkin de la base » vous formerez ainsi le parallélipi- 
péde AL équivalent au |)arallélipipède AG , et dont les 
faces latérales AK. , BL , etc. , seront des rectangles. Si 
donc la base ABCD est un rectangle , AL sera le paral- 
lélipipéde rectaogle équivalent au parallélipipéde pro- 
pos AG. Mais si ABCD D*est pas un rectangle, menez ng. >ii. 
AO et BN perpendictdaires sur CD , ensuite OQ et NP 
perpendiculaires sur la base, vous aurez le solide 
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ABNOIKPQ qui sera un parallélipipède rectangle : en 
effet, par con6ti*uction , la base ABNO et son opposée 
IRPQ sont des < rectangles ; les faces latérales en sont 
aussi, puisque les arêtes AI , OQ, etc., sont perpendi- 
culaires au plan de la base ; donc le solide AP est un 
parallélipipède rectangle. Mais les deux parallélipipèdes 
AP , AL , peuvent être censés avoir même base ABKI 
et même hauteur AO : donc ib sont équivalents ; donc 
et'sii. le parallélipipède AG, qu*on avait d*aboixl changé en 
un parallélipipède équivalent AL , se trouve de nou- 
veau changé en un parallélipipède rectangle équivalent 
AP , qui a la même hauteur AI , et dont la base ABNO 
est équivalente à la base ABGD. 

PROPOSITION XIL 

TH£OBEME. 

Deux parallélipipèdes rectangles AG, AL, qui 
ont la même base ABGD, sont entre eux comme leurs 
hauteurs AE, AL 

fig- a 19. Supposons d'abord que les hauteurs AE, AI, soient 
entre elles comme deux nombres entiers , par exemple, 
comme 1 5 est à 8. On divisera AE en 1 5 parties égales, 
dont AI contiendra 8 , et par les points de division x, 
y, z, etc., on mènera des plans parallèles à bbase. Ces 
plans partageront le solide AG en 1 5 parallélipipèdes 
partiels qui seront tous égaux entre eux , comme ayant 
des bases égales et des hauteurs égales ; des bases égales, 
parce que toute section comme MIRL , fkite dans un 
prisme parallèlement k sa base ABGD, est égale à cette 
*7. base? ; des hauteurs égales, parôe que ces haut!dui*s sont 
les divisions mêmes A a:, xy, xz, etc. Ol-, de ces i5 
parallélipipèdes égaux , huit sont contenus dans AL; 
donc le solide A G est au soHde AL comme i5 est& 3, 
ou en généi^al comme la hauteur AE est à la haiitenr AI» 
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En second lieu , si le rappoH de A£ à AI né peut 
s'exprimer en nombre , je, dis qu'on n*en aura pas 
moins soiid» AG : solid, AL :: A£ : AI. Car, si cette 
proportion n'a pas lieu j supposons qu'on ait soi. AG : 
soL AL :: A£ : AG. Divisez AE en parties égales dont 
chacune soit {lilus petite que OI , il y aura^au moins un 
point de division m entre O et I. Soit P le parallâipi^ 
pède qui a pour hase ABCD et pour hautetir Air; 
puisque les hauteurs AE , Am^ sont entre elles comme 
deux nombres entiers, ^ofi aura sol. AG : P :: AE : A/71. 
Mais on a, par hypothèse, soi. AG : soL.Ai* :: AE: 
AO ; de là rébulte sol. AL : P :: AO : A/n. Mais AO est 
plus grand que Am ; donc il faudrait, pour que la pro- 
portion eût lieu, que le solide AL fût plus grand que P. 
Or au contraire il est plus petit : donc il est impossible 
que le quatrième terme de la proportion soL AG: 
sol. AL :: AE : x, soit une ligne plus grande que/ AI. Par 
un raisonnement semblable on démontrerait que le 
quatrième terme ne peut être plus petit que AI ; donc 
il est égal à AI ; donc les pàrallélipipèdes rectangles de- 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs.. 

PROPOSITION XIIL 

THEOBEME. 

Deux pàrallélipipèdes rectangles AG, AK, fin' fig. ai 3. 
ont même hauteur AE, .$oof entre eux comme leurs 
bases ABCD, AMNO. 

Ayant placé les deux solides l'un à côté de l'autre , 
comme la figure les représente, prolongez le plan 
ONEJLi , jusqu'à ce qu'il rencontre lé plan DCGfl sui- 
vant PQ , vous aurez un troisième paralléiipipède AQ, 
qu'on pourra comparer à chacun des pàrallélipipèdes 
AG , AR. Les deux solides AG, AQ , ayant même base 
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AEHD , sont entre eux comme leurs hauteurs AO, AB ; 
pareillement les deux solides AQ , AK , ayant même 
base AOLE , sont entre eux comme leurs hauteurs AD, 
AM. Ainsi on aura les deux proportions , 
sol. AG : êol. AQ :: AB : AO, 
sol. AQ : soL AK :; AD : AM. 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et onaet- 
tant , dans le résultat , le multiplicateur commun sol. 
AQ, on aura, 

sol. AG : sol. AK :: AB x AD : AO x AM, 
Mais AB X AD représente la base ABGD , et AO x AM 
i*eprésente la base AMNO ; donc deux parallélipipèdes 
rectangles de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases. 

PROPOSITION XIV. 

i 

THEOREME. 

\ 
I 

Deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont 
entre eux comme les produits de leurs bases par leurs 
hauteurs, ou comme les produits de leurs trois dimen- 
sions, 

fig. 113. Car ayant placé les deux solides AG, AZ , de manière 
que leurs surfaces aient Tangle commun BAE , pro- 
longez les plans nécessaires pour former le troisième 
paralléiipipède AK de même hauteur avec le paralléli- 
pipède AG. On aura, par la proposition précédente, 

50/. AG : w/L AK :: ABCD : AMNO. 
Mais les deux parallélipipèdes AK , AZ , qui ont même 
base AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs AE, 
AX ; ainsi on a , 

sol. AK : sol. AZ :: AE : AX. 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omet- 
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tant, dans le résultat , le multiplicateui" commun sol. 
AK, on aura, 

sol. AG : soL AZ :: ABCD x AE : AMNO x AX. 
A la place des bases ABCD et AMNO , on peut mettre 
A£ X AD et AO x AM , ce qui donnera , 

sol. AG : sol. AZ :: AB X AD x AE : AO X AM x AX. 
Donc deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont 
entre eux , etc. 

Scholie. 11 suit dé là qu'on peut prendre pour me- 
sure d*un paraliélipipède rectangle le produit de sa 
base par sa hauteur^ ou le produit de ses trois diitien- 
sions. C'est sur ce principe que nous évaluerons tous 
les autres solides. 

Pour l'intelligence de cette mesure il faut se rappeler 
qu'on entend par produit de deux ou de plusieurs lignes, 
le produit des nombres qui représentent ces lignes , et 
ces nombres dépendent de l'unité linéaire qu'on peut 
prendre à volonté : cela posé , le produit des trois di- 
mensions d'un paraliélipipède est un nombre qui ne 
signifie rien en lui-même , et qui serait différent si on 
avait pris une autre unité linéaire. Mais si on multiplie 
de même les trois diniensions d'un autre paraliélipipède, 
en les évaluant d'après la même unité linéaire , les deux 
produits seront entre eux comme les solides , et donne- 
ront l'idée de leur grandçur relative. 

La grandeur d'un solide, son volume ou son étendue 
constituent ce qu'on appelle sa solidité , et le mot de 
solidité est employé particulièrement pour désigner la 
mesure d'un solide : ainsi on dit que la solidité d'un 
paraliélipipède rectangle est égale au produit de sa 
base par sa hauteur, ou au produit de ses trois dimen- 
sions* 

Les --trois ditnepsions du cube étant égales entre 
^lles , si le côté est i , la solidité sera i x i x i , ou i f 
si le côté est 2, la solidité sera 2x2x2, ou 8; si le 
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côté est 3« la solidité sera ^ x 3 x 3 , ou 27, et ainsi de 
suite; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
1,2, 3 , etc«, les cubes eux-mêmes ou leurs solidités 
sont comme les nombres 1,8, 37, etc* De là vient qu^on 
appelle en arithmétique cube d'un nombre le produit 
qui Insulte de trois facteurs égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d'un cobe 
donné , il faudrait que le côté du cube cherché f&t mi 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
Vunité. Or on trouve facilement, par une construclto» 
géométrique , la racine quarrée de 2 ; mais on ne peut 
pas trouver de même sa racine cube , du moins par les 
simples opérations de la géométrie élémentaire, les- 
quelles consistent à n'employer que des lignes dit>ites 
dont on connaît deux points , et des cercles dont les 
contres et les rayons sont déterminés. 

A raison de cette difficulté le problème de ta dupli- 
caiion du cube a été célèbre parmi les anciens géomè- 
tres , comme celui de la trisection de F angle, qui est 
à-peu-près du même ordre. Mais on connaît depuis 
long-temps les solutions dont ces sortes de problèmes 
sont 6uscq[>tibles , lesquelles , quoique moit» simples 
que les constructions de la géométrie élémentaire, ne 
sont cependant ni moins exactes], ni moins rigoureuses. 

PROPOSIÏÎON XV. 

THEOREME. 

La solidité d*un parallélipipède > ei en général la 
solidité d'un pristne quelconque i e^ égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

Car i<> un parallélipipède quelconque est équivalent 

à un parallélipipède rectangle de même hauteur et de 

lu base équivaleilte *• Or la solidité de celui-ci est égale 
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à sa base multipliée par sa hauteur; donc ia sollicité du 
premier est pareillement égale au pitKiuit de sa base 
par sa hauteur. 

:&o Tout prisme triangulaire est la moitié du paral- 
lélipipède construit de manière qu'il ait la même hau- 
teur et une base double *. Or la solidité de celui-ci est* 8. 
égale à sa base multipliée par sa hauteur ; donc celle 
du prisme tiiangulaire est égale au produit de sa base, 
moitié de celle du parallélipipède , multipliée par sa 
hauteur. * 

3<> Uq prisme quelconque peut être partagé en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur qu'on 
peut former de triangles dans le polygone .qui lui sert 
de base. Mais la solidité de chaque pnsme triangulaire 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur; et puis- 
que la hauteur est la même pour tous, il s'ensuit que 
la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 
somme de tous les triangles qui leur servent de bases , 
multipliée par la hauteur commune. Doïic la solidité 
d'un prisme polygonal quelconque est égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
même hauteur , les produits des bases par les hauteurs 
seront comme les bases ; donc deux prismes de même 
hauteur sont entre eux comme leurs bases ; par une 
raison semblable , deux prismes dé même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION XVI. 

\â E UK E. 

Si une pyramide SABCDE est coupée par un plan fig. a 14* 
abd parallèle à sa base ^ 

1° Les côtés SA, SB, SC,^... et la hauteur SO, se- 
ront diifisés proportionnellement en a, b, c,... et o ; 
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n^ La section abcde sera un polygone semblable 
à la base ABCDE. * 

Car i^ les plans ABC, abc, étant parallèles, leurs 
intersections AB, ab, par un troisième plan SAB, 
* '^* ^' seront parallèles * ; donc les triangles SAB , Stdf, sont 
semblables , et on a la proportion SA :Sa ::SB: Sb; 
on aurait de même SB : Sb :: SG : Se , et ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA, iSB, SG, etc., sont 
coupés proportionnellement en a, b, c, etc. La hauteur 
SO est coupée dans la même proportion au point o; 
car BO et bo sont parallèles', et ainsi on a SO : So :: 
SB : Sb. 

^^ Puisque ab est parallèle à AB , bc k BG , cd à 
CD^ etc., l'angle a^esssABC, Tangle bcd=BCD, et 
ainsi de suite. De plus , à cause des triangles sembla- 
bles SAB, Sab , on a AB : abr.SB : Sb; et h cause des 
triangles semblables SBC , Sbc, on a SB :Sb:: BC : bc ; 
donc AB : ab :: BG : 6c; on aurait de même BC : bc :: 
CD : cd, et ainsi de suite. Donc les polygones ABCD£, 
abcde, ont fes angles égaux chacun & chacun et les 
cotés homologues proportionnels ; donc ils sont sem- 
blables. 

Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ , deut pyra- 
mide» dont le sommet est commun , et qui ont même 
hauteur , ou dont les bases sont situées dans un même 
plati; si on coupe ces pyramides par un même plan 
parallèle au plan des bases , et qu'il en résulte les sec- 
tions abcde , xyz ; je dis que les sections abcde , xyz , 
seront entre elles comme les bases ABCDE , XYZ. 

Car les polygones ABCDE , abcde, étant semblables , 
leurs surfaces 'sont comme les quarrés des cotés ho- 
mologues AB, ab; mats AB : abiiSA. : Sa; donc 

ABCDE : abcde :: S A : Sa. Par la même raison 9 XYZ : 

xyz :: SX : Sx. Mais puisque abc xyz n'est qu'un même 
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plan s on a aussi SA : Sa:: SX : Sx; donc ABGDE : 
^bcde :: XYZ : xyz; donc les sections a^c^^ ^Jcyz, sont 
entre elles comme les bases ABCDË , XYZ. Donc si les 
bases ABCDË , XYZ sont équivalentes , les sections 
faites à égale hauteur sont pareillement équivalentes. 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

Deux pyramides triangulaires qui ont des bases 
équii^alentes et des hauteurs égales , sont équiva- 
lentes. 

Soient SABG, subc, les deux pyranaides dont les ^g* «^ 
bases ABC, ahc, que nous supposons placées sur un 
même plan , sont équivalentes et qui ont même hau- 
teur TA ; si ces pyramides ne sont pas équivalentes , 
soit sabc la plus petite et soit Âx la hauteur d'un prisme 
qui, étant construit sur la base ABC, serait égal à leur 
différence. 

Divisez la hauteur commune AT en parties égales plus 
petites que Âx , et soit k une de ces parties ; par les 
points de division de la hauteur , faites passer des 
pkns parallèles au plan des bases; les sections faites 
par chacun de ces plans dans les deux pyramides , seront 
équivalentes *, telles que DEF et def, GHI et ghi, etc., 'j^^- 
cela posé, sur les tnaogles ABC , D£F, GHI, etc., pris 
pour bases , construisez des prismes extérieurs qui aient 
pour arêtes les parties AD, DG, GK, etc., du côté 
SA ; de même sur les triangles de/\ ghi, kùn, etc., 
pris pour bases , construisez dans la seconde pyramide 
des prismes intérieurs qui aient pour arêtes les parties 
correspondantes du côté sa; tous ces prismes pai^tiels 
auront pour hauteur commuqe k. , 

La somme des prismes extérieurs de la pyramide 
SABC , est plus grande que cette pyi*amide , la somme 



cor. 
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de3 prismes intérieurs de la pyramide sabc est plus 
petite que cette pyramicfe; donc par ces 'deux raisoas 
la différence entre les deux sommes de prismes devra 
être plus grande que la diflRsrence entre les deux pyra- 

mides. 

Or à partir des bases ABC, ahc, le second prisme 
extérieur DEFG est équivalent au-premiei' prisme inté- 
rieur defa, puisque leurs bases DEF , def, sont équi- 
valentes et qu'ils ont une même hauteur k ; sont équi- 
valents par la même raison le troisième prisme extérieur 
GHIK et le second intérieur ^dd, le quatrième 
extérieur et le troisième intérieur , ainsi de ^uite jus- 
qu'au dernier des uns et des autres. Donc tous les 
prismes extérieurs de la pyramide SABG , à Texception 
du premier ABCD , ont leurs équivalents dansjes pris 
•mes intérieurs de la pyramide sahc. Donc le prisme 
ABGD est la différence entre la somme des prismes 
extérieurs de la pyramide SABC et la somme des 
prismes intérieurs de la pyramide sahc ; mais la diffé- 
rence de ces deux sommes est plus grande que la diffé- 
rence des deux pyramides; donc il;faudrait ^ue le 
prisme ABCD fût plus grand que le prisme ABCX ; 
or, au contraire, il est plus petit , puisqu'ils ont une 
même base ABC , et que la hauteur k du premier est 
moindre que la hauteur Ax du second. Donc l'hypo- 
thèse d'où l'on est parti ne saurait avoir lieu; donc les 
deux pyramides SABC , sabc, de bases équivalentes et 
de hauteurs égales , sont équivalentes. 

PROPOSITION XVIIL 

THEOREME. 

Toute pyramide triangulaire est le tiers du prisme 
triangulaire de même base et de même hauteur, 
h- aïO- Soit SABC une pyramide triangulaire , ABCDES un 
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prîsme triangulaire de même base et de même hauteur, 
je dis que la pyramide est le tiisrs du prisme. 

Retrancher du prisme la pyramide SABC, il restera 
le solide SACDË qu'on peut cbnsidéiier comme une 
pyramide quadrangulaire dont le sommet est S et qui 
a pour base le parallélogramme ACDE ; tirez la diago- 
nale CE et conduisez le plan SGE qui partagera la py- 
ramide quadrangulaire en deux pyramides triangulaires 
SAGE , SDCE. Ces deux pyramides ont pour hauteur 
commune la perpendiculaire abaissée du sommet S 
sur le plan ACDI^ ; elles ont des bases égalés \, puisque 
les triangles AGE, DGE, sont les deux moitiés du même 
parallélogramme: donc les deux pyramides SAGE, 
SOCE , sont équivalentes entre elles ; mais la pyramide 
SDCE et la pyramide SABC ont des bases égales ABC, 
DES^ elles ont aussi même hauteur, car celte hauteur 
est la distance des pians parallèles ABC, DES. Donc 
les deux pyramides SABC , SDCE , sont équivalentes ; 
mais on a démontré que la pyramide SDCE est équi- 
valente à la pyramide SAGE ; donc les trois pyramides 
SABC , SDCE , SAGE , qui composent le prisme ABD 
sont équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABC 
est le tiers du prisme ABD qui a même base et même 
hauteur. 

Corollaire* La solidité d^une pyramide triangulaire 
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XIX. 



THEOREME. 



Toute pyramide SABCDE a pour mesure le tiers fig. 214. 
du produit de sa base ABCDE par sa hauteur AO. 

Car en faisant passer les plans S£B, SEC, par les t 
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diagonales EB, EC, on divisera la pyramide polygo- 
nale SABCDE, en plusieurs pyramides triangulaires 
qui auront toutes la même hauteur SO. Mais par le 
théorème précédent chacune de ces pyramide se mesure 
en multipliant chacune des bases ABE, BCE, CDE, 
par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme des py- 
ramides triangulaires , ou la pyramide polygonale 
SABCDE I aura pour mesure la somme des triangles 
ABE , BCE , CDE , ou le polygone ABGDE , multiplié 
par ^SO ; donc toute pyramide a pour mesure le tiers 
du produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du^ prisme 
de même base et de même hauteur. , 

Corollaire IL Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases, et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 
hauteurs. 

Scholie* On peut évaluer la solidité de tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides, et cette 
décomposition peut se faire de plusieurs manières : 
une des pliis simples est de faire passer les plans de 
divisions par le sommet d*un même angle solide; alors 
on aura autant de pyramides partielles qu'il y a de 
faces dans le polyèdre, excepté celles qui forment 
Tangle solide d*oîi partent les plans de division. 

PROPOSITION XX, 

théobeme. 

Deux polyèdres symétriques sont équivalents entre 
eux ou éecmx en solidité, 
fig. soa. Car I® deux pyramides triangulaires symétriques, 
telles (^e SABC , TABG , ont pour mesure commune 
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le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO4 donc ces pyramides sont éc{uivalentes 
entre elles. 

2<* Si on partage d'une manière quelconque l'un des 
polyèdres symétriques en pyramides triangulaires, 
on pourra partager de même l'autre polyèdre en py- 
ramides triangulaires symétriques ; or les pyramides 
triangulaires symétriques sont équivalentes chacune à 
chacune; donc les polyèdres entiers seront équivalents 
entre eux ou égaux en solidité. 

Scliolie. Cette proposition semblait résulter immé* 
dialement de 4a proposition II, où l'on a fait voir que . 
dans deux polyèdres symétriques , toutes les parties 
constituantes d'un solide sont égales aux parties, con- 
stituantes de l'autre; mais il n'en était pas moins néces- 
saire de la démontrer d'une manière rigoureuse. 

PROPOSITION XXI. 

THEOREME. 

Si une pyramide est coupée par un plan parallèle à 
sa base, le tronc qui reste en ôtant la petite pyra- 
mide , est égal à la somme de trois pyramides qui 
auraient pour hauteur commune la hauteur du tronc , 
et dont les bases serdient la base inférieure du tronc , 
sa base supérieure, et une moyenne proportionnelle 
entre ces deux bases. 

Soit SABCDE une. pyramide coupée par le plan abd fig. s 17. 
parallèle à la base; soit TFGH une pyramide triangu- 
laire dont la base et la hauteur soient égales ou équi- 
valentes à celles de la pyramide SABCDE. On peut 
supposer les deux bases situées sur un mêm^ plan; et 
alors le plan abd, prolongé , déterminera dans la py- 
ramide triangulaire une section^A , située à la même 
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faautear au-dessus du plan comman des bases : d*ob il 
résulte que la section^A est à la section ahd comme la 
* |6- base FGH est à la base ABD"*"; et puisque les bases 
sont équivalentes, les sections le seront aussi. Les py- 
ramides Sabcde, T/gh, sont donc équivalentes, puis* 
qu'elles oàt même hauteur et des bases équivalentes. 
Les pyramides entières SABGDE , TFGH , sont équi- 
valentes par la même raison ; donc les troncs ABDdab, 
FGUh/g, sont équivalents , et par conséquent il suffira 
de démontrer la proposition énoncée , pour le seul cas 
du tronc de pyramide triangulaire. 
fig- a) 8- Soit FGVLhfg un tronc de pyramide triangulaire à 
bases parallèles : par les trois points F, g, H, conduisez 
le plan F^H, qui retranchera du ^ranc la pyramide 
triangulaire ^FGH. Gette pyramide a pour base la'base 
inférieure FGH du tronc , elle a aussi pour hauteur la 
hauteur du tronc, puisque le sommet g est dans le plan 
de la base supérieure ^à. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la 
pyramide quadr angulaire g/AHF, dont le sommet est 
^.et la basey/iHF. Par les trois points^^ ^> H, con- 
duisez le plan^H, qui partagera la pyramide qua- 
drangulaire en deux triangulaires gF/H, g/*AH. Cette 
dernière a pour base la base supérieure ^h du tronc, 
^ et pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son 
sommet H appartient à la base inférieure : ainsi nous 
avons déjà deux des trois pyramides qui doivent com- 
poser le tronc. 

Il reste à considérer la troisième gF/H : or , si on 
mène gK parallèle kJ'F, et qu'on imagine une nouvelle 
pyramideyFHK , dont le sommet est K et la base F/*H, 
ces deux pyramides auront même base FfH ; elles au- 
ront aussi même hauteur , puisque les sommets g et K 
sont situés sur une ligne gK parallèle à Ff, et par con- 
séquent parallèle au plan de la base; donc ces pyra- 
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Diides sonl équivaleiites. Mais la pyramîdeyFKH peut 
être considérée comme ayant son sommet enf, et ainsi 
die aura même hauteur que le tronc ; quant à sa base 
F*KH, je dis qu'elle est moyenne pi-oportionnelle entre 
les bases FGH,^A. En e£fet les triangles Y¥LlL,fgh^ 
ODt un angle égal F =/*, et un côté égal FK ^=-fis; on 
a donc* FHK ifgh :: FH :/A. On a aussi FHG : FHK • 14, 3. 
:: FG : FK ou^. Mais les triangles semblables FGH , 
/gh. donnent F&:fg::FH:/h; donc FGH : FHK:: 
FHK :Jgh ; et ainsi la base FHK est ihoyenne propor- 
tionnelle entre les deux bases FGH ,^/»* Donc un tronc 
de pyramide triangulaire, à bases parallèles, équivaut 
à trois pyramides qui ont pour hauteur commune la 
hauteur du tronc., et dont les bases sont la base infé- 
rieure du tronc, sa base supérieure, et une moyenne 
proportionnelle entre ces deux bases. 

PROPOSITION XXII- 



TBEOBEME. 



Si on coupe un prisme triangulaire dont ÀBC est «g «'^^ 
la base, par un plan DES incliné à cette base, le 
solide ÂBGDES, qui résulte de cette section , sera 
égal à la somme de trois pyramides dont les sommets 
sont D, E,' S^ et la base commune ABC. 

Par les trois points S, A, G, faites passer le plan SAC, 
qui retranchera du prisme tronqué ABCDËS la pyra- 
mide triangulaire S ABC : cette pyramide a pour base 
ABC et pour sommet le point S. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la 
pyramide quadrangulaire SACDE , dont S est le som- 
met et ACDE la base. Par les trois points S , £ , C , 
menez encore un plan SEC , qui divisera la pyramide 
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quadrangtilaire en deux pyramides tmogulaires SAGE, 
SGDE. 

La pyramide SAEC , qui a pour base le triangle 
AEG et pour sommet le point S , est équivalente à une 
pyramide EABG , qui aurait pour base AEG et ' pour 
sommet le point B. Gar ces deux pyramides ont même 
base ; elles ont aussi même hauteur , puisque la ligne 
BS , étant parallèle à chacune des lignes ÂE , GD , est 
parallèle à leur plan AGE ; donc la pyramide SAEG 
est équivalente à la pyramide EABG, laquelle peut être 
considérée comme ay^nt pour base ÂBG et pour sommet 
le point E. 

La troisième pyramide SGDE peut être changée 
cl*abord en ASGD; car ces deux pyramides ont la 
même base SGD ; elles ont aussi la même hauteur, 
puisque AE est parallèle au plan SGD ; donc la pyra-* 
mide SGDE est équivalente à ASGD. Ensuite la pyra- 
mide ASGD peut être changée en ABGD , car ces deux 
pyramides ont la base commune AGD ; elles ont aussi 
la même hauteur, puisque leurs sommets S et B sont 
situés sur i/he parallèle au plan de la base. Donc la 
pyramide SGDE, équivalente à ASGD, est aussi équi- 
valente à ABGD ; or, celle-ci peut être regardée comme 
ayant pour base ABG et pour sooHnet le point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABGDES est égal à la 
somme de trois pyi'amides qui ont pour base commune 
ABG , et dont les sommets sont respectivement les 
points D, E, S, 

Corollaire, Si les arêtes AE, BS, GD, sont perpen- 
diculaires au plan de la bs^se, elles seront en même 
temps les hauteurs des trois pyraniides qui composent 
le prisme tronqué ; de sorte que la ^lic^ité du prisme 
troçiqu|é , çera exprimée par \ ABG x AE + y ABG x BS 
+i ABC X CD, qn^fttité qui se réduit à ^ ABG x (AE + 
BS + CP), 
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PROPOSITJON XXIII. 



TBEOBEME. 



Deux pyramides triangulmres' semblables ont les 
faces homologues semblables ^ et les angles solides 
homologues égaux. 

Suivant la définition, les deux pyramides triangu- 
laires SABC , TDEF , sont semblables , si les deux 
triangles SAB, ABC, sont semblables aux deux TOË, gg.^aoS. 
DEF, et semblabjement placés , c'est-à-dire si Ton a 
l'angle ABS =D£T, BASx=EDT, AB€ =DEF, BAC 
, s= EDF ; et si en ontre rinclinaison des plans SAB , 
ABC , est égale à celle des plans TDÈ , DEF : cc^a 
posé , je dû que ces pyramides ont toutes les faces sem- 
blables chacune à chacune , et les angles solides homolo- 
gues égaux v» 

Prenez BG=s;ED , BHœEF, Bl5=ET , et joignez 
GH, GI, IH. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH ; car ayant pris les cotés GB , BH » égaux 
aux côtés DE, EF> et Taûgle GBH étant, par hypo- 
thèse , égal à Tangle DEF, le triangle GBH est égal à 
DEF ; donc , pour opérer la superposition des deux 
pyramides , on peut d*ab&rd placer la base DEF >sur 
son égale GBH ^ ensuite , puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC , il est 
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le 
plan ABS. Mais, par hypothèse, Tangle DET=:GBI , 
donc ET tombera sur son" égale BI ; et puisque les 
quatre points D, £, F, T, coïncident avec les quatre 
G, B, H, I, il s'ensuit * que la pyramide TDEF coïn. ' i. 
cide avec la pyramide IGBH. 

Ov , à cause des triangles égaux DEF, GBH , on a 
Pangle BGH=EDF = BAC; donc GH est parallèle à 
AG. Par une raison semblable GI esl parallèle à AS ; 
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i3,5. donc le plan IGH est.paraUèle à SAC^. De là il suit 
que le triangle IGH , ou son égal TDF, est semblable 
« i5..à SAC* , et «que le triangle IBH, ou son égal TEF, est 
semblable à SBC ; donc 'les deux pyramides triangu- 
laires semblables SABG , TDEF, ont les quatre faces 
semblables chacune à 'chacune : de phis elles ont les 
angles solides homologues égaux. 

Car on a déjà placé l'angle solide E sur son homolo- 
gue B , et on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues; mais on voit immédiate- 
ment que deux angles solides homologues sont égaux , 
par exemjile, les angles T -et S , parce qu'ils' sont for- 
més par trois angles plans égaux chacun à -chacun , et 
semblablement placés. 

Donc , deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables et les angles solides 
homologues égaux. 

Corollaire I. Les triangles semblables dans les deux 
pyramides fournissent les proportions AB : DE :: BG : 
EF :: AC : DF :: AS : DT :: SB : TE :: SC : TF ; donc , 
dans les pyramides triangulaires semblables, les côtés 
homologues sont proportionnels, 

II. Et puisque les angles solides homologues sont 
égaux , il s'ensuit que Pinclinaison de deuxjaces quel- 
conques d'une pyramide est égale à l'inclinaison des 
deux faces homologues de la pyramide semblable. 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
par un plan GIH parallèle à l'une des faces SAC , la 
pyramide partielle BGIH sera semblable à la pyramide 
entière BASC : car les triangles BGI , BGH , sont seai- 
blables aux triangles BAS , BAC , chacun à chacun , 
et semblablement placés ; l'inclinaison de leurs plans 
est la même de part et d'autre ) donc les deux pyrami- 
des sont semblables. 
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IV. En général , si on coupe une pyramide quel- Hg. 214. 
conque SABCD£ par un plan abcde parallèle à la 
base , la pyramide partielle Sabcde sera semblable h 
la pyramide entière SABCDE. Car les bases ABCDE , 
abcde y sont semblables, et en joignant AC, ac, on 
vient de prouver que la pyramide triangulaire SABG 
est semblable à la pyramide Sabc ; donc le point S est 
déterminé par rapport à la base ABC comme le point 
S Test par rapport à la base abc *; donc les deux pyra- * déf. 18. 
mides SABCDE , SaÀC£^y sont semblables. 

Scliolie. Au lieu des cinq données requises par la dé- 
finition pour que deux pyramides triangulaires soient 
semblables, on pourrait en substituer cinq autres, 
suivant différentes combinaisons, et il en résulterait 
autant de théorèmes, parmi lesquels on peut distin- 
guer celui-ci I Deux pyramides triangulaires sont sem- 
blables lorsqu'elles ont les cotés homologues propor:- 
tionnelsm 

CA*, si on a les proportions AB : DE :: BC : EF :: AC fig. ao3. 
:DF::AS:DT::SB:TEwSC:TF, ce qui renferme 
cinq conditions , les triangles ABS , ABC , seront sem- 
blables aux triangles DET , DEF , et semblablement 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable à TEF; 
donc les trois angles plans qui forment Tangle solide B, 
seront égaux aux angles plans qui forment l'angle solide 
£ , chacun à chacun ; d'où il suit que l'inclinaison des 
plans SAB^ ABC , est égale à celle de leurs. homologues 
TDE , DEF, et qu'^ainsi les deux pyramides sont sem- 
blables. 

PROPOSITION XXIV. 

THEOREME. 

Deux polyèdres semblables ont les faces homolo- 
gués semblables, et' les angles solides homologues 
égaux. 



X 
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fig. >i9* Soit'ABGDE la base d*an polyèdre; «oient M et N 
let sointnets de deux angles solides , hors de cette base, 
déterminés par les pyramides triangulaires MABG , 
NABG, dont la base commune est ABG; soient dans 
Tautre polyèdre , ahcde la base homologue ou sem- 
blable à ABGDE , /n et /i les sommets homologues à 
M et N , déterminés par les pyramides mahc y »nahc , 
semblables aux pyramides MABG, NABG ; je dis d^abord 
que les distances MN, mn, sont proportionnelle^ aux 
côtés homologues AB, ab. 

^ En effet, les pyramides MABG, mahc, étant sembla- 
bles , Tînclinaisôn des plans MÂG , BAG , est égale à 
celle des plans mac, bac; pareillement les pyramides 
NABG , nabc, étant semblables , Tinclinaison des plans 
NAG , BAG , est égale à celle des plans nac, bac : donc, 
si on retranche les premières inclinaisons des derniè- 
res , il restera Tinclinaison des plans NAG , MAG , égale 

• à celle des plans nac^ mac. Mais , à cause de la simili- 
tude des mêmes pyramides , le triangle MAG est sem- 
blable h mac, et le triangle NAG est semblable à nac : 
donc les deux pyramides 'triangulaires MNAG , mnac, 
ont deux faces semblables chacune à chacune , sembla- 
blement placées et également inclinées enti*e elles ; donc 
* ai. ces pyramides sont semblables'*', et leurs côtés homolo- 
gues donnent la pfbporlion MN : mn :: AM : can. D'ail- 
leurs A'm : am :: AB : ab ; donc MN : mn :: AB : ab. 

Soient J? et p deux autres sommets homologues des 
mêmes polyèdres, et on aura semblablemetit PN : pn :: 
AB : ab, FMipm :: AB : ab. Donc MN : mn :: PN:/?n 
:: PM: pm. Donc ie triangte PNM jfiù joint trois 
sommets quelconques d'un polyèdre est semblable au 
triangle pnm , qui joint les trois sommets homologues 
de l'autre Jjolyèdre. 

Soient encore Q et ^ deux sommets homologues , et 
le triangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de plus 
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que rinclinaîson des plans PQN , PMN , est égale à celle 
des plans ptfn, pmn. 

Car si On joint QM et (fm^ on aura toujours le trian- 
gle QNM semblable à qnm, et par conséquent langle 
QNM égal à ^mn. Concevez en IV un angle solide for- 
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM« et en 
n un angle solide formé par les trois angles plans {fnm , 
qnpypnm : puisque ces angles plans sont égaux chacun 
à chacun , il s'ensuit que les angles solides sont égaux. 
Donc Tinclinaison des deux plans PNQ, PNM, est 
égale à celle de leure homologues pnq ,pnm; donc, si 
les deux triangles PNQ , PNM , étaient dans un même 
plan , auquel cas on aurait Tangle QNM = QNP + 
PNM, on aurait aussi Tangle qnm=:qnp'{-pnm, et les 
deux triangles qnp^ pnm, seraient aussi dans un même 
plan. 

Tout ce qui vient d*étre démonti'é a lieu , quels que 
soient les angles M, N , P, Q, comparés à leurs homo- 
logues m , ri,p, q. 

Supposons maintenant que la surface de Tun des 
polyèdres soit partagée en triangles ABC, AGD, MNP, 
NPQ, etc., on voit que la surface de Taulre polyèdre 
contiendra un pareil nombre de triangles abc y acd, 
mnpy npq, etc. , semblables et semblablement placés ; 
et si plusieurs triangles , comme MPN , NPQ , etc. , 
appartiennent à une même face et sopt dans un même 
plan , leurs homologues mpn, npqy etc., seront pareil* 
fement dans un même plan. Donc toute face polygone 
dans lin polyèdre répondra à une face polygone sem- 
blable dans l'autre polyèdre ; donc les deux polyèdres 
seront compris sous un même nombre de plans- sem- 
blables et semblablement placés. Je dis de plus que les 
angles solides homologues seront égaux. 

Car, si l'angle , solide N, par exemple, est formé 
par les angles plans QNP, PNM, MNR, QNR, l'an- 
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gle solide homologue n sera formé par les angles 
pians qnp , pnm , mnr, qnr. Or , ces angles plans sont 
égaux chacun i chacun , et rinclinaîson de deux plans 
adjacents est égale i celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant 
êti^ superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homologues 
* égaux. 

Corollaire^ 11 suit de la démonstration précédente 
que si , avec quatre sommets d'un polyèdre , on forme 
une pyramide triangulaire, et qu*on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d*un 
polyèdre semblable , ces deux pyramides seront sem- 
blables; car elles auront les côtés homologues pro- 
3i,scfa. portionnels'*'. 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
« 17, s. mologues * , par exemple, AN, an, sont entre elles 
comme deux côtés homologues AB , ab. 

PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

Deux polyèdres semblables peuvent se partager 
en un même nombre de pyramides triangulaires sem- 
blables chacune à chacune, et semblablement pla- 
cées. V 

^ Car on a déjà vu que les surfaces de deux polyè- 

dres peuvent se partager en un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun , et semblable- 
ment placés. Considérez tous les triangles d'un po- 
lyèdre , excepté ceux qui forment Tangle solide A , 
comme les basés d^autant de pyramides triangulaires 
dont le sommet est en A ; ces pyramides prises en- 
semble composeront le polyèdre : partagez de même 
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Tautre polyèdre en pyramides qui aient pour sommet 
commun celui de Tangle a homologue à A ; il est clair 
que la pyramide qui joint quatre sommets dun po- 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de Fautre polyèdre. Donc 
deux polyèdres semblables , etc. 

PROPOSITION XXVI. 

THÉORÊa^E. 

Deux pyramides semblables sont entre elles comme 
les cubes des côtés homologues. 

Car deux pyramides étant semblables , la plus petite fig. s 14. 
pourra être placée dans la plus grande, de manière 
qu'elles aient Tangle solide S commun. Alors les bases 
ABCDE, abcde, seront parallèles; car, puisque les 
faces homologues sont semblables * , l'angle Sab est * ss. 
égal à SAB , ainsi que Sbc à SBC ; donc le plan abc 
est parallèle au plan ABC ** Cela posé , soit SO la * iS, 5. 
perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan 
ABC , et soit o le point où cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc ; on aura , suivant ce qui a été déjà 
démontré^, SO :Soi\ SA : Sav. AB : ab ; et par consé- • i5. 
quent , 

^O: jSo::AB:a*. 

Mais les bases ABCDE, abcde, étant des figures sem- 
blables , on a 

ABCDE 2 abcde ::Âb': ab! 

Multipliant cet deux proportions terme à terme , il en 
résultera la proportipn , 

ABCDE X ^O : abcde X^So r-AB râb; 
or, ABCDE xfSO est la solidité de la pyramide 
S ABCDE*, et abcde x^o est celle de la pyramide * iB. 
Sabcde ; donc deux pyramides semblables sont entt*e 
elles comme les cubes de leurs côtés homologues. 



PROPOSITION XÎVIl. 

THEOREME. 

Deux polyèdres semblables sont entre eux comme 
les^cubes des côtés homologues, 

fig. 119. Car deux polyèdres semblables peuvent être partagés 
en un même nombre de pyramides triangulaires sem- 

. * s3. biables chacune à chacune *. Or, les deux pyramides 
semblables AP^lVf , apnm, sont entre elles comme les 
cubes des côtés homologues AM , am « ou comme les 
cubes des côtés homologues AB ^ ah.'Le même rapport 
aura lieu entre deux autres pyramides homologues 
quelconques ; donc la somOie de toutes les pyramides 
' qui composent un polyèdre, ou le polyèdre lui-même, 
est à Tautre polyèdre', comme le cube d*un côté 
quelconque du premier est au cube du côté homologue 
du second. 

Scholie général. 

On peut présenter en termes algébriques, c'est-à- 
dire, de la. manière la plus succincte, la récapitulation 
des principales propositions de ce livre concernant les 
solidités des polyèdres. 

Soit B la base d*un prisme , H sa hauteur ; la solidité 
du prisme sera B X H ou BH. 

Soit B la base d'une pyramide, H sa hauteur; la 
solidité de la pyramide sera B x ^H ; ou H x |B , ou 
j BH. 

Soit H la hauteur d'un tronc de pyramide à bases 

parallèles, soint A et B ses bases ; l^AB sera la moyenne 
proportionnelle entre elles, et la solidité du tronc 

sera^Hx(A + B + k'AB). 



Soit B la base d*uD tronc de prisme triangulaire, 
H, H^ H", les hauteurs de ses trois sommets supé- 
rieurs , la solidité du prisme tronqué sera ^ B x ( H + 
H' + H"). 

Soient enfin P et ^ les solidités de deux polyèdres 
semblables , A et a deux côtés ou deux diagonales homo- 
logues de ces polyèdres , on aura P : ^ :: A' : a'. 
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LA SPHERE. 



DÉFISITIOirS. 



I. jLal sphère est un solide terminé par une surface 
courbe, dont tous les points sont également distants 
d*iin point intérieur qu'on appelle centre* 
fig. aïo. On peut imaginer que la sphère est produite par la 
i*évolution du demi-cercle DAE autour du diamètre 
DE : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
courbe DAE aura tous ses points i égales distances du 
.centre G. 

II. Le rayon de la sphère est une ligne droite me- 
née du centre à un point de la surface ; le diamètre 
ou axe est une ligne passant par le centre , et terminée 
de part et d*autre à la surface. 

Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les 
diamètres sont égaux et doubles du rayon. 
*i>r. 1. ni. Il sera démontré "*" que toute section de la 
sphère , faite par un plan , est un cercle : cela posé , 
on appelle grand cercle la section qui passe par le 
centre , petit cercle celle qui n*y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphère lorsqu'il n'a 
qu'un point commun avec sa surface. 

V. Le pôle d'un cercle de la sphère est un point 
de la sui*face également éloigné de tous les points de 

* i>r. 6. la circonférence de ce cercle. On fera voir '*' que tout 
cercle , grand ou petit , a toujours deux pôles, 

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface 
de la spfaèi^ coi^P^*^^ P^*^ ^^^^ ^^^ de grands cercles. 
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Ces arcs, qui s'appellent les côiés du triangle, sont 
toujours supposés plus petits que la demi-circonférence. 
Les angles que leurs plans font entre eux sont les angles 
du triangle. 

Vil. Un triangle sphérique prend le nom de rec- 
tangle ^ îsoscèle; equUatéral, dans les mêmes casqu^un 
triangle rectiligne. 

VIII. Polygone sphérique est une partie de la sur- 
face de la sphère terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphère 
comprise entre deux demi-grands cercles qui se termi- 
nent à un diamètre commun. 

X. J'appellerai coin ou onglet sphérique la partie du 
solide de la sphère comprise entre les mêmes demi- 
grands cercles, et à laquelle le fuseau sert de base. 

XI. Pyramide sphérique est la "partie du solide de 
la sphère comprise entre les plans d*un angle solide 
dont le sommet est au centre. La base de la pyramide 
est le polygone sphérique intercepté par les mêmes 
plans. 

XII. On appelle zone la partie de la surface de la 
sphère comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les hases* L'un de ces plans peut être tangent à la 
sphère , alors la zone n'a qu'une base. 

XIII. Segment sphérique est la portion du solide 
de la sphère comprise entre deux plans parallèles qui 
en sont les bases. 

L'un de ces plans peut être tangent à la sphère . alors 
le segment sphérique n'« qu'une bas. 

XIV. La hauteur d'une zone ou d'un segment e&t Hg. aso. 
la distance des deux plans parallèles qui sont les bases 

de la zone ou du segment. 

.XV. Tandis que le demi-cercle DAE tournant au- 
tour du diamètre DE décrit Ja sphère , tout secteur 



991. 



!fto6 otouértLiE, 

circulaire , comme DGF ou FCB , décrit un soKde 
qu'on appelé secteur sphérique* 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

Toute section de la sphère, faite par un plan, est 
un cercle. 

m 

Soit AMB la s^tion faite par un plan dans la sphère 
dont le centre est G. Du point G menez la perpendi- 
culaire GO sur le plan AMB , et différentes lignes CM , 
GM , à différents points de la courbe AMB qui ternaine 
la section. 

Les obliques CM, GM, GB, sont égales , puisqu'elles 

sont des rayons de la sphère , elles sont donc également 

* 5. 5. éloignées de la peVpendiculaire GO *\ donc toutes les 

lignes OM , OM , OB , sont égales ; donc la section 

AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphère , son rayon sera le rayon de la sphère ; donc 
tous les grands cercles sont égaux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en d^ux 
. parties égales; car leur intersection commune , passant 
par le centre , est un diamètre. 

ni. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface 
en deux parties égales ; car si, après, avoir séparé les 
deux hémisphères, on les applique sur la base com- 
mune en tourns^nt leur convexité du même côté , les 
deux isurfaces coïncideront Tune avec l'autre , sans 
quoi il y aurait des points plus près du centre les uns 
qu les autres, 
fîg. 331. IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphère 
sont sur une même droite perpendiculaire au plan du 
petit cercle. 

y. Les petits cercles sont d'autant plus petits qu^ls 
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sont plus éloignés .du centre de la sphère ; car plus U 
distance GO est grande, plus est petite la corde AB« 
diamètre du petit oorcle AMB. 

VI. Par deux points donnés sur la surface d'une 
sphère , on peut faire passer un arc de grand cercle ; 
car les deux points doopés et le centre de la sphèi'e 
sont 'trois points qui déterminent ta position d*un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- 
trémités d'un diamètre, alors ces deux points et le 
centre seraient en ligne droite , et il y aurait une in- 
finité de grands cercles qui pourraient passer par lès 
deux points donnés. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Dans tout triangle sphérique ABC*, un coté que l^ «g. aa». 
conque est plus petit que la somme des deux autres^ 

Soit O le centre de la sphère, et soiétit menés les 
rayons OA , OB , OC. Si on imagine les plans AOB , 
AOC, COB, ces plans formeront au point O un angle 
solide, et les angles AOB, AOC, COB, auront pour 
mesure les côtés AB , AC , BC , du triangle sphérique 
ABC. Or , chacun des trois angles plans qui composent 
l'angle solide est moindre que la somme des deux au- 
tres*; donc un côté quelconque du triangle ABC est * 21,5. 

. moindre que la somme des deu^j^ autres. 

PROPOSITION Ilï. 

ZéCplus court chemin d'un point à un ^utre , sur 
la surface de la sphère , est l*0rc de grand cercle qui 
joint les deux point donnés. 

Soit ANB l'arc de grand cercle qui joint les points fig- »a3' 
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A et B I el soit hors de cet arc , s'il est possible . M tin 
point de la ligne la plus courte entre A et B. Par le 
point M menez les arqs de grands oerdes MA, MB , et 
prenez BN= MB. 

Suivant le théorème précédent Tare ANB est plus 
court que AM-fMB ; l'etranchant de part et d'autre 
BN s=BM, il restera AN<AM. Or, la distance âe B 
en M, soit qu'elle se confonde avec l'arc BM, 011 
qu'elle soit toute autre ligne, est égale à la distance de 
B et N ; car en faisant tourqer le plan du grand cercle 
BM autour du diamètre qui passe par B , on peut ame- 
ner le point M sur le point N , et alors la ligne la plus 
courte de M en B, quelle qu'elle soit, se confondra 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
B, Tun en passant par M, l'autre en passant l^ar N , 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est, par hypothèse, le plus^ court; donc 
la distance de A en M est plus courte que la distance 
de A en N, ce qui serait absurde, puique l'arc A M 
est plus grand que AN ; donc aucun point de la ligne 
la plus courte entre A et B ne peut être hors de l'arc' 
ANB ; donc cet arc est lui-même la' ligne la plus courte 
entre ses extrémités. 

PROPOSITION IV; 

théo&ème. 

La somme des trois cotés d'un triangle spkérique 
est moindre que la circonférence d'un grand cercle, 

fig. 224. Soit ABC un triangle sphéiîque quelconque ; pro- 
longez les côtés AB, AC, jusqu'à ce qu'ils se rencon- 
trent de nouveau en D. Les arcs ABD, ACD , seront 
des demi-circonférences , puisque deux grands cercles 

* I. se coupent toujours en deux parties égales * ; mais dans 

* «. le triangle BCD on a le côté BC<BD + CD ♦ ; ajoutant 
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de part et d*autre AB+AG, on aura AB + AC + BG 
<[ABD-f AGD , c'est-à-dire , plus petit qu'une circon- 
férence. 

I 

PROPOSITION V. 

THÉoaÊHE. 

• 

La somme des côtés de tout polygone sphérique 
est moindre que la circonférence d'un grand cercle. 

' Soit , par exemple , le pentagone ABGDË : prolon- fig. aa5. 
gez les côtés AB , DG , jusqu'à leur rencontre en F ; 
puisque BG est plus petit que BF + GF , le contour du 
pentagone ABGDË est plus petit que celui du quadri- 
latère AEDF. Prolongez 'de nouveau les côtés A£ , 
FD, jusqu'à leur rencontre en G, on aura £D<^£G 
+ GD; donc le contour du quadrilatère AEDF est 
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus 
petit que la circonférence d'un grand cercle; donc 
à fortiori le contour du polygone ABGDE est moindre 
que cette même circonférence» 

Scholie, Gette proposition est au fond la même que 
la XXII*' du livre v; car , si O est le centrede la sphère , 
on peut imaginer au point O un angle solide formé 
par les angles plans AOB , BOG, ÇOD, etc., et la 
somme de ces angles doit être plus petite que quatre 
angles droits , ce qui ne diffère pas de la proposition 
présente. La démonstration que nous venons de donner 
est différente de celle du livre v ; l'une et l'autre suppo- 
sent que le polygone ABGDE est convexe, ou qu'aucun 
côté prolongé ne coupe la figure. 

PROPOSITION VL 

THÉORÈME. 

Si on mène le diamètre DE perpendiculaire au eg, aao. 
plan du grand cercle AMB , les extrémités D et E cfe 

'4 
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ce diamètre seront les pôles du cercle AMB , et de 
tous les petits cercles , comme FNG , qui lui sont 

parallèles. 

Car DC , étapt perpendiculaire au plan AMB , est 
perpendiculaira à toutes les droites CA , CM , CB , etc., 
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DA, DM, DB , etc., sont des quarts de ctroooference : 
il en est de même des aixs £A , £M , £B , etc* ; donc 
les points I> et E sont dbacun également éloignés de 
tous les points de la circonférence AMB ; donc ila sont 

• rféf. 5. les pôles de cette circonférence *' 

En second Keu » le rayon DC » perpeodiçulaire au 
plan AMB, eat perpendiculaiie à aon pai-allèle FNG ; 
• I. dope il passe par k centre O du cercle FJVG * ; donc 
si on tire les obliques DF , DN , DG , qes obliques s'é- 
carteront également de la perpendiculaire DO et seront 
égales. Mais les cordes étapt égales», les arcs $cmt 
égaux ; donc tous les arc&DF, DN, DG, etc.,, sont égaux 
entre eux ; donc le point J) est le pâle du petit cercle 
FJîG , et par 1^ même raison le point; E est l'autre pôle. 
CoroWre I. Tout arc DM meué d!ua poiot; de l'arc 
de grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
conférence, que nou« appellerons^ pour abréger un 
quadrans , ou un quadrant , et ce quadji ant £)it en 
même temps un angle droit avec l'arcAM, Car la ligne 
DC étant perpendiculaire au plap AMC^ tout plan 
DMC, qui passe par la ligne DC, est perpendiculaii^ au 

* 18, 6. plap AMC * ; donc l'angle de ces plans » ou ^uivaqt la 

déf. VI , l'angle AMD ,, est. un angle droit, 

IL Pour trouver le pôle d'un arc dobné AM , menez 
l'arc indéfini MD perpendiculaire i AM , prenez MD 
égal à un quadrant, et le point D sera uû des pôle^ 
de l'arc MD ; ou bien menez aux deux points A et M 
les arcs AD et MD perpendiculaires à AM , le point de 
concours D de ces deux arcs sera le pôle demandé. 
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III. Réciproquement, si la distance du point D à 
chacun des points A et M est égale à un quadrant , je 
dis que le point D sera Iç pôle dci l*arc AM , et qu'en 
même temps les angles DAM , AMD , seront droits. 

Car soit G le centre de la sphère , et soient menés les 
rayons GA , GD , GM : puisque les angles ACD , MGD , 
sont droite , U ligne GD est perpendiculaire aux deux 
droites GA , GM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan ; donc le point D est le pôle de Tare AM ; et par 
suite les angles DAM, AMD, sont droits. 

Scholie. hes propriétés des pôles permettent de tra- 
cer sur la surface de la sphère des arcs de cercle avec 
la même facilité qw sur unç surface plane. On voit , 
par exemple , qu*en faisant tourner Tare DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D, 
l'extrémité F décrira le petit cercle FNG ; et si on fait 
tourner le quadrant PFA autour du point D , Fextré- 
mité A décrira Tare de grand cercle AM. 

S'il faut prolonger Tare AM , ou si on ne donne que 
les points A çt M par lesquels cet arc doit passer , on 
déterminera d'ahord le pôle D par Tintersection de 
deux arcs décrits des points A et M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé , on décrira , du point D comme centre,^ et avec 
le même intervalle , l'arc AM et son prolongement. 

Çnfîn , s'il faut du point donné P abaisser un arc 
perpendiculaire sur l'arc donné AM, on prolongera 
celui-ci en S jusqu'à ce que l'intervalle PS soit égal à 
un quadrant; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira Tare PM, qui sera l'arc perpendiculaire 
demandé. 
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PROPOSITION VIK 



THEOREME. 



Tout plan perpendiculaire à l'extrémité d'un 
txiyon est tangent à la sphère. 

ftg. s>6. Soit FAG UD plan perpendiculaire à rextrémité du 
rayon OA : si on prend un point quelconque M sur 
ce plan , et qu'on joigne OM et AM , Tangle OAM sera 
droit , et ainsi la distance OM sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphère ; et , comme 
il en est de même de tout autre point du plan FAG , 
il s'ensuit que ce plan n'a que le seul point A commun 
avec la surface de la sphère ; donc il est tangent à 

* déf. 4, cette surface *. 

Scholie, On peut prouver de même que deux sphères 
n'ont qu'un point commun, et sont par conséquent 
tangentes l'une à l'autre : lorsque la distance de leurs 
centres est égale à la somme ou à la différence de leurs 
rayons , alors les centres et le point de contact sont en 
ligne droite. 

PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

fîg. aa6. L'angle BÂC que font entre eux deux arcs de 
grands cercles AB , AC , est égal à Vangle FAG , 
formé par les tangentes de ces arcs au point A : il a 
aussi pour mesure l'arc DE , décrit du point A comme 
pôle entre les cotés AB , AC , prolongés s'il est né- 
cessaire. 

Car la tangente AF, menée dans le plan de 'l'arc 
AB , est perpendiculaire au rayon AO ; la tangente 
AG , menée dans le plan de Tare AC , est perpendi- 
culaire au même rayon AO. Donc l'angle FAG est 
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égal à l'angle des plans OAB , OAG * , qui est celui des ' 17, 5. 
arcs AB , AG , ([ui sb désigne par BAC. 

Pareillement , si l'arc AD est égal à un quadrant, 
ainsi que A£ , les lignes OD , OE , seront perpendicu- 
laires à AO, et TangleDOE sera encore égal à l'angle 
des plans AOD , AOE ; donc l'arc DE est la mesure de 
l'angle de ces plans , ou la mesure de l'angle CAB. 

Corollaire, Les angles des triangles sphériques peu- 
vent se comparer entre eux par les arcs de grands cer- 
cles décrits de leurs sommets comme pôles et compris 
entre leurs côtés : ainsi il est facile de faire un angle 
égal à un angle donné. 

Scholie. Les angles opposés au sommet , tels que fig. >38. 
AGO et BGN, sont égaux ; car l'un ou l'autre est tou- 
jours l'angle formé par les deux plans AGB , OGN. 

On voit aussi que , dans la rencontre de deux arcs 
AGB, OGN, les deux angles adjacents AGO , 0GB, 
pris ensemble , valent toujours deux angles droits. 

PROPOSITION IX. 



THEOREME. 



Étant donné le triangle ABC , si des points A, fig. «27. 
B, C,* comme pâles, on décrit les arcs EF, FD, 
DE , qui forment le triangle DEF ; réciproquement 
les trois points D , E , F, seront les pôles des côtés 
BC , AC , AB. 

Gar le point A étant le pôle de l'arc EF , la distance 
AE est un quadrant; le point G étant le pôle de l'arc 
DE, la distance GE est pareillement un quadrant; 
donc le point E est éloigné d'un quadrant de chacun 
des points A et G ; donc il est le pôle de l'arc AG*. cor. 3. 
On démontrera de même que D est le pôle de l'arc 
BC , et F celui de l'arc AB. 

Corollaire, Donc le triangle ABG peut être décrit par 
le moyen de DEF, comme DEF par le moyen de ABC?- 
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PROPOSITION X. 



THÉORÈME. 



Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
rème précédent > chaque angle de l'un des triangles 
«if. «37. ABC , DEF , aura pour mesure la demi-circonférence 
moins le côté opposé dans l'autre triangle. 

Soient prolongés , s*il est Decessaire , Jes côtés AB, 
AC , jusqu'à la rencontre de EF en G et H ; puisque 
le point A est le pôle de Tare GH, Tanglq A aura pour 
mesure Tare GH. Mais Tare EH est un quadrant ainsi 
que GF , puisque E est le pôle de AH , et F le pôle de 
AG ; donc EH-t-GF vaut une demi-circonférence. Or , 
EH + GF est la même chose que EF + GH; donc Tare 
GH, qui mesure Tangie A, est égal k une demi-circonfé- 
rence moins le côté £F ; de même Tangle B aura pour 
mesure ~ cire. — DF , et Tangle C , ^circ. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles, puisqu'ils se décrivent de la même manière 
Tun par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D , E , F, du triangle DEF, ont pour me- 
sures respectivement ^ cire. — BC, { cire, — AC , ^ cire» 
— AB. En effet l'angle D, par exemple, a pour me- 
sure l'arc MI ; or MI + BC=rMC-f-Bl=:^ cire. .• donc 
Tare MI , mesure de l'angle D , = ^ cire. — BC , et ainsi 
' des autres. « 

(îg. 228. Scholie. Il faut remarquer qu'outre le triangle DEF 
' on en pourrait former trois autres par l'intersection 
des trois arcs DE , EF , DF, Mais la proposition ac- 
tuelle n'a. lieu que pour le triangle central, qui est 
distingué des trois autres en ce que les deux angles A 

fi«. «a;. e\ D sont situés d'un même côlé de BC, les deux B 
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et £ d'un métee côté de AG > et lés deux € et F d*un 
même côté de AB« 

On donne difféi^enU noms aux deUx triangles ABC , 
DEF ; nous les appellerons triéingles polaihes* 

PROPOSITION XI. 

LE UBIE* 

Étant donné le triangle ABC , si du pâle A et de fig. aa». 
l'intervalle AC on décrit l'arc de petit cercle DEC ; 
si du pôle B et de Vinten>alle BC on décrit pareille- 
ment Parc DFC, et que du point D, oii les arcs DEC, 
DFC, se coupent , on mène les arcs de grands cercles 
AD , DB ; je dis que le triangle ADB ainsi formé 
aura ses parties égales à celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté AD=AC , DBï=BC, 
AB est commun ; donc ces deux triangles ont les côtés 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
angles opposés aux côtes égaux sont égaux. 

En effet, si le centi*e de la sphère est supposé en 
O , on peut concevoir un angle solide formé au point 
O par les trois angles plans AOB , AOC , BOG ; on 
peut concevoir de même un second angle Solide formé 
par les trois angles plans AOB , AOO , BOD. Et puis- 
que les côtés du triangle ABG sont égaux à ceux du 
triangle ADB, il s'ensuit que les angles plans qui 
forment un de ces angles solides sont égaux aux angles 
plans qui forment Tautre angle solide, chacun à chacun : 
mais dans ce cas iLa été démontré * que les pians dans * a3,5. 
lesquels sont les angles égaux sont également inclinés 
entre eux ; donc les angles du triangle sphérique DAB 
sont égaux à ceux du triangle GAB, savoir DAB = 
BAC , DBA = ABG , et ADB= AGB ; donc les côtés et 
les angles du triangle ADB sont égaux aux côtés et aux 
angles du tx*iangle AGB. 
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Scholie. L'égalité de ces triangles n'est cependant 
pas une égalité absolue ou de superposition , car il se- 
rait impossible de les appliquer Tun sur l'autre exacte- 
ment , à moins qu'ils ne fussent isoscèles. L'égalité dont 
il s'agit est ce que nous avons déjà appelé une égalité 
par symétrie, et par cette raison nous appellerons les 
triangles ACB , ADB , triangles symétriques. 

PROPOSITION XII. 



^ 



THEOBEME. 



Deux triangles situés sur la mém£ sphère , ou sur 
fies sphères égales, sont égaux dans toutes leurs par- 
ties, lotsqu'ils ont un angle égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun . 
fig. a3o. Soit le côté AB=EF, le coté AC=EG, et l'angle 
BAC=F£G, le triangle £FG pourra être placé sur le 
triangle ABC ou sur son symétrique ABD , de la même 
manière qu'on superpose deux triangles rectilignes qui 
ont un angle égal compris entre côtés égaux. Donc 
toutes les parties du triangle £FG seront égales à celles 
du triangle ABC , c'est-à-dire qu'outre les trois parties 
qui sont supposées égales , on aura le côté BC = FG , 
l'angle ABC = EFG, et l'angle ACB = EGF. 

PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 

Deux triangles situés sur la même sphère , ou sur 
des sphères égales , sont égaux dans toutes leurs par- 
ties, lorsqu'ils ont un coté égal adjacent à deux an- 
gles égaux chacun à chacun. 

Car l'un de ces triangles peut être placé sur l'autre 
OU sur son symétrique , comme on le fait dans le cas 
pareil des triangles rectilignes. Voyezprop. VII, /ItV. /. 
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PROPOSITION XIV. 

THEOREME. 

Si deux triangles situés sur la même sphère y ou 
sur des sphères égales y sont équilatéraux entre eux , 
ils seront aussi équiangles, et les angles égaux seront 
opposés aux côtés égaux. 

Cela est manifeste par la proposition xi , oh l'on a fig- a^g* 
vu qu'avec trois côtés donnés AB, AC, BC, on ne peut 
faire que deux triangles ACB , ABD , différents quant 
à la position des parties , mais égaux quant à la gran- 
deur de ces mêmes parties. Donc deux triangles équi- 
latéraux entre eux sont ou absolument égaux, ou au 
moins égaux par symétrie ; dans l'un et l'autre cas ils 
sont équiangles, et les angles égaux sont opposés aux 
côtés égaux. 

PROPOSITION XV. 



THEOREME. 



Dans tout triangle sphérique isoscèle les angles 
opposés aux cotés égaux sont égaux; et réciproque- 
ment y si deux angles d'un triangle sphérique sont 
égaux , le triangle sera isoscèle, 

i^ Soit le côté AB = AC ; je dis qu'on aura l'angle fig. a3i. 
C = B : car si du sommet A au point D , milieu de la 
base, on mène l'arc AD, les deux triangles ABD, ADC, 
auront les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir , 
AD commun , BD = DC , et AB = AC : donc , par le 
théorème précédent, ces triangles auront les angles 
égaux , et on aura B = C. 

2<> Soit l'angle B = C; je dis qu'on aura AC = AB : 
car si le coté AB n'est pas égal à AC , soit AB le plus 
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« 

grand des deux , prenez BO = AG , et joignez OC. 
Les deux côtés BO, BG , sont égaux aux deux AC, BC; 
l'angle compris par les premiers OBG est égal à Fangle 
compris par les seconds ACB. Donc les deux triangles 

* ai. BOG , ACB , ont les autres parties égales "*" , et on a 

l'angle OGB = ABC : mais l'angle ABC , par hypothèse, 
PS ACB ; donc on aurait OGB = ACB , ce qui est im- 
possible ; donc on ne peut supposer AB différent de 
AG ; donc les côtés AB , AG ^ opposés aux angles égaux 
B et G , sont égaux. 

Scholie. La même démonstration prouve que Fangle 
BAD=DAC, et que l'angle BDA = ADG. Donc ces 
deux derniers sont droits ; donc l'arc mené du sommet 
d*un triangle sphérique isoscèle au milieu de sa base 
est perpendiculaire à cette base , et dii^ise fangle du 
sommet en deux parties égales. 

PROPOSITION XVL 

THEOREME. 

fis a3a. Dans un triangle spkérique ABC , si l'angle A est 
plus grand que l'angle B , le coté BC opposé à l'an- 
gle A sera plus grand que le côté AC opposé à l'an- 
gle B ; réciproquement y si le coté BC est plus grand 
que CA , l'angle A sera plus grand que l'angle B. 
1° Soit l'angle A > B , faites l'angle BAD = B, vous 

* i5. aurez AD î=:DB * : Vnais AD + DG est plus grand que 

AC; à la place de AD mettant DB, on aura DB+DC 
ou BG > AG. 

îi» Si on suppose BG > AC , je dis que l'angle BAC 
sera plus grand que ABC : car, si BAC était égal à 
ABC , on aurait BG = AC ; et si on avait BAC < ABC , 
il s'ensuivrait , par ce qui vient d'être démontré, qti'on 
a BC <^ AC ; ce qui est contre la supposition. Donc 
l'angle BAC est plus grand que ABC. 
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PROPOSITION XVII. 



¥H£bREM&^ 



Si les deux cotés ÂB , AG , du triangle sjifiérique fig- a33. 
ABC Sont égaux aux deux cotés DE , DF, du trian- 
gle DEF tracé sur une sphère égale y si en même 
temps V angle A est plus grand que V angle D, je dis 
que le troisième côté BC du premier tinangle sera plus 
grand que le troisième EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à celle 
de la prop. x, livre i. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉOREHK. 

Si deux triangles tracés sur la même sphère ou sur 
des sphères égales sont équiangles entre eux , ils se- 
ront aussi équilatéranx. 

Soient A et B les deux triangles donnes , P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dao» 
les triati|[les A et B , les côtés seront égaux dans les po* 
laires P et Q * : mais de ce que les triangles P et Q sont * 10. 
éqnilatéraux entre eux , il s'ensuit qu'ils sont aussi 
équiangles* ; enfin , de ce que lés angles sont égaux * 14. 
dans les triangles P et Q , il s'ensuit * que les côtés sont * 10. 
égaux dans leurs polaires A et B% Donc les triangles 
équiangles A et B sont en même temps équilatéraux 
entre eux. 

On peut encore démontrer la même proposition sans 
le secours des triangles polaires., de la manière suivante. 

Soient ABC, DEF, deux triangles équiangles entre fig. 23). 
eux , de sorte qu'on ait A=:D, B=E, C=P; je dis qu'on 
aura le côté AB=DE , AC = DF, BC = EF. 
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Sur le prolongement des côtés AB, AC, prenez AG 
=D£ , et AHs^DF; joignez GH, et prolongez les arcs 
BD , GH , jusqu*à ce qu'ib se rencontrent en I et K. 

Les deux cotés AG , AH , sont par construction égaux 

aux deux DF, DE ; Tangle compris GAHs=:BAG=r£DF; 

' la. donc* les triangles AGH , D£F, sont égaux dans toutes 

leurs parties, donc Tangle AGH = D£F=ABG; et 

l'angle AHG = DF£ = ACB. 

Dans les triangles IBG, KBG, le côté BG est com- 
mun , Tangle 1GB = GBK ; et puisque 1GB + BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK + IBG, il s'ensuit 
que BGK = IBG. Donc les triangles IBG , GBK , sont 
• '3. égaux * , donc IGc=BK, et IB = GK. 

Pareillement , de ce que l'angle AHG = ACB , on 
conclura que les triangles IGH, HGK, ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux ; donc 
IH = CK,etHK=IC. 

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche les 
égales CK , IH , les restes BG , GH , seront égaux. D'ail- 
leurs l'angle BCA = AHG, et l'angle ABC = AGH. 
Donc les triangles ABC , AHG , ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : mais 
le triangle D£F est égal dans toutes ses parties au trian- 
gle AHG; donc il est égal aussi au triangle ABC , et on 
aura AB = DE , AC = DF, BC = EF ; donc , si deux 
triangles sphériques sont équiangles entre eux , les côtés 
opposés aux angles égaux seront égaux. 

Scholie, Cette proposition n'a pas lieu dans les trian- 
gles rectilignes, où de l'égalité des angles on ne peut 
conclure que la proportionnalité des côtés. Mais il est 
aisé de rendre compte de la différence qui se trouve à 
cet égard entre les triangles rectilignes et les triangles 
sphériques. Dans la proposition présente , ainsi que dans 
les prop. XII, xiii , xiv et xvii, oit il s'agit de la compa- 
raison de$ triangles , il est dit expressément que ces 
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tnangles sont tracés sur la mêine sphère ou sur des 
sphères égaies. Or, les arcs semblables sont proportion- 
nels aux rayons ; donc , sur des sphères égales , deux 
triangles ne peuvent être semblables sans être égaux. 
Il n'est donc pas surprenant que l'égalité des angles 
entraîne l'égalité des cotés. 

il en serait autrement si les triangles étaient tracés 
sur des sphères inégales ; alors les angles étant égaux , 
les triangles seraient semblables , et les côtés homolo- 
gues seraient entre eux comme les rayons des sphères. 

PROPOSITION XIX. 

THÉOBEMF.. ^ 

Za somme des angles de tout triangle sphérique 
est moindre que six et plus grande que deux angles 
droits. 

Car 1^ chaque angle d'un triangle sphérique est 
moindre que deux angles droits {voyez le scholie ci^ 
après) ; donc la somme des trois angles est moindre 
que six angles droits. 

2<* La mesure de chaque angle d'un triangle sphéri- 
que est égale à la demi- circonférence moins le côté 
correspondant du triangle polaire * ; donc la somme des * lo, 
trois angles a pour mesure trois demi -circonférences 
moins la somme des côtés du triangle polaire. Or, cette 
dernière somme est plus petite qu'une circonférence*; * 4. 
donc , en la retranchant de trois demi-circonférences , 
le reste sera plus grand qu'une demi- circonférence , 
qui est la mesure de deux angles droits ; donc 2° la 
somme des trois angles d'un triangle sphérique est plus 
grande que deux angles droits. 

Corollaire I. La somme des angles d'un triangle 
sphérique n'est pas constante cdmme celle des trian- 
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gles rectilîgnes; elle varie depuis deux angles droits 
jusqu*^ six , sans pouvoir être égale à Tune ni à Tautre 
limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître 
le troisième. 

Coroliaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits , deux ou trois angles obtus. 
fig. a35. Si le triangle ABC est bi-rectangle , c'est-à-dire s*il a 
deux angles droits B et G , le sommet A sera le pôle de 
* (>. la base BG * ; et les côtés AB , "AG , seront des qua- 
drants. 

Si en outre l'angle A est droit , le rectangle ABC sera 
tri-rectangle , ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri- rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphère ; c'est ce que Ton 
voit par la fig, a36 , en supposant Tare MN égal à un 
quadrant. 

Scholie. Nous avons supposé , dans tout ce qui pré- 
cède et conformément à la définit, vi , que les trîangies 
sphériques ont leurs côtés toujours plus petits que la 
demiocirconférence ; aloi*s il s'ensuit que les angles sont 
toujours plus petits que deux angles droits : car , si le 
fig. a 34. côté AB est moindre que la demi-circonféi^nce , ainsi 
que AG , ces arcs doivent être prolongés tous deux pour 
se rencontrer en D. Or, les deux angles ABC , CBD , 
pris ensemble , valent deux angles droits; donc l'angle 
ABC tout seul est moindre que deux angles droits. 

Nous observerons cependant qu'il eiiste des triangles 
sphériques dont certains côtés sont plus grands que la 
deroi-^iroonféi^ence, et certains angles plus grands que 
deux angles droits. Car, si on prolonge le côté AG eu 
une circonférence entière ACE , ce qui reste, en retran- 
chant de la demi-sphère le triangle ABC , est un nou- 
veau triangle , qu'on peut désigner aussi par ABC , et 
dont les côtés sont AB , BG , AEDG. On voit donc que 
le côté AEDG est plus grand que la demi-circonfé- 
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rence AED ; mais en même temps l'angle opposé «d B 
suidasse deux angles dix>îts de la quantité CBD. 

Au reste si on a exclu de la définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands, c'est que leur 
résolution ou la détermination de leurs parties se ré- 
duit toujours à celle des triangles renfermés dans la 
définition. En effet on voit aisément que si on contiatt 
les angles et les côtés du triangle ABC , on connaîtra 
immédiatement les angles et les côtés du ' triangle de 
même nom qui est le reste de la demi<sphère. 



PROPOSITION XX. 

tbÉouÊme. 

Le fuseau AMENA est à la surface de la sphère fig aie! 
comme l'angle MAN de ce fuseau est à quatre arigles 
droits , ou comme l'arc MN qui mesure cet angle est 
à la circonférence. 

Supposons A abord que Tare MN soit h la circonfé- 
rence MNPQ dans un rapport rationnel , par exemple, 
comme 5 est à 48- On divisera la cii^conférence MNPQ 
en 48 parties égales , dont MN contiendra 5 ; joignant 
ensuite le pôle A et les points de division par autant 
de quarts de circonférence , on aura 48 triangles dans 
la demi- sphère AMNPQ , lesquels seront tous égaux 
entre eux , puisqu'ils auront toutes leurs parties égales. 
La sphère entière contiendra donc 96 de ces triangles 
partiels, et le fuseau AMENA en contiendra 10; donc 
le fuseau est i la sphère comme 10 est à 961, ou comme 
5 est à 489 c'est-i^dire comme Ta^rc MN est à la cir- 
€onféirence« 

Si Vwç MN n'est pas commen&urabie avec la cir- 
conférence , on prouvera par le même raisonnement 
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dont on a déjà yu beancoup d'exemples , que le fuseau 
est toujours à la sphère comme l'arc MN est à la cir- 
conférence. 

Corollaire I. Deux fuseaux sont entre eux comme 
leurs angles respectifs. 

Corollaire II. On a déjà vu que la surface entière 
* 19. de la sphère est égale à huit triangles tri-rectangles * ; 
donc, si Taire d'un de ces triangles est prise pour 
l'unité , la surface de la sphère sera représentée par 8. 
Cela posé , la surface du fuseau dont l'angle est A sera 
exprimée par aA ( si toutefois l'angle A est évalué en 
prenant l'angle droit pour unité) ; car on a aA : 8 :: A 
: 4. 11 7 A donc ici deux unités dififérentes; l'une pour 
les angles , c'est l'angle droit ; l'autre pour les surfaces , 
c'est le triangle sphérique tri- rectangle , ou celui dont 
tous les angles sont droits, et les côtés des quai*ts de 
circonférence. 

Scholie. L'onglet sphériqne compris par les plans 
AMB , ANB , est au solide entier de la sphère comme 
l'angle A est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
étant égaux, les onglets sphériques seront pareillement 
égaux : donc deux onglets sphériques sont entre eux 
comme les angles formés par les plans qui les com- 
prennent. 

PROPOSITION XXL 

THEOREME. 

Deux triangles sphériques sytnétriques sont égaux 
en surface, 

6g. «37. Soient ABC , DEF deux triangles symétriques , 
c'est-à-dire , deux triangles qui ont les côtés égaux , AB 
=DE, AC=DF, CB=EF, et qui cependant ne 
pourraient être superposés ] je dis que la surface ABC 
est égale à la surface DEF. 
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Soit P le pôle du petit cercle qui passerait par les 
trois points A , B , G (i) ; de -ce point soient menés les 
arcs égaux * PA , PB , PC ; au point F faites Tangle * 6. 
DFQ= ACP , l'arc FQ = CP , et joignez DQ , EQ. 

Les côtés DF, FQ, sont égaux aux côtés AC, CP, ! 

Tangle DFQ=ACP; donc les deux triangles DFQ , i 

ACP , sont égaux dans toutes leurs parties * ; donc le * is. 
côté DQ = AP , et l'angle DQF = APC. 

Dans les triangles proposés DF£ , ABC , les angles 
DF£ , ACB , opposés aux côtés égaux DE , AB , étant 
égaux'*', si on en retranche les angles DFQ, ACP, 'n. 
égaux par construction , il restera Fangle QFE égal à 
PCB. D'ailleurs les côtés QF, FE , sont égaux aux 
côtés PC , CB ; donc les deux triangles FQE , CPB , 
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le côté Q£ 
=PB , et l'angle FQE = CPB. 

Si on obserye maintenant que les triangles DFQ , 
ACP , qui ont les côtés égaux chacun à chacun , sont 
en même temps isoscèles , on verra qu'ils peuvent s'ap- 
pliquer l'un sur l'autre ; car , ayant placé PA sur sou 
égal QF , le côté PC tombera sur son égal QD , et 
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul : 
donc ils sont égaux, donc la surface DQF = APC. 
Par une raison semblable la sui*face FQE = CPB, et 
la surface DQE = APB; donc on a DQF + FQE — 
DQE=APC + CPB— APB; ou DFE=:ABC; donc 
les deux triangles Symétriques ABC, DEF, sont 
égaux en surface. 

Scholie. Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC, DEF; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour 

(i) Le cercle qui passe par les trois points A, B, C, ou qui est 
circonscrit au triangle ABC, ne peut être qu*un petit cercle de 
la sphère; car, si c'était un grand cercle, les trois côtés AB, 
BC, AC, seraient situe's dans un même plan, et le triangle ABC 
se réduirait à un de ses côtés. 

i5 
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«n composer le triangle D£F , et paraillement il fau- 
drait ajouter les trois triangles APC , GPB , APB , pour 
en composer le triangle ABC ; d^ailleurs la déiponstra- 
tion €t la conclusion seraient toujours les mêmes. 

PROPOSITION XXII. 

THEOREME. 

fig. a38 Si deux grands cercles AGE, CDD, se coupent 
comme on voudra dans l'hémisphère AOCDB, la 
somme des triangles opposés AOG, BOD, sera égale 
au fuseau dont l'angle est BOD. 

Car, en prolongeant les arcs OB , OD , dans Tautre 
hémisphère jusqu'à leur rencontre en N , OBN sera 
une demi-circonférence , ainsi que AOB ; retranchant 
de part et 'd*autre OB, on aura BN=AO. Par une 
raison semblable on a DNssCO, et BD=AC; donc 
les deux triangles AOC, BDN, ont les trois cdtés égaux : 
d'ailleurs leur position est telle qu'ils sont symétri- 
*ai. qués l'un de l'autre; donc ils sont égaux en surface "**, 
et la somme des triangles AOC , BOD , est équivalente 
au fuseau OBNDO dont Tangle est BOD. 

Scholie, Il est clair aussi que les deux pyramides 
sphérîques qui ont pour bases les triangles AOC, BOD , 
prises ensemble , équivalent à l'onglet sphérique dont 
l'angle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 



THEOREME. 



La surface d'un triangle sphérique quelconque a 
pour mesure l'excès dé la somme de ses trois angles 
sur deux angles droits. 

fig. aSp. Soit ABC le tiîangle proposé; prolongez ses côtés 
jusqu'à ce qu'ils rencontrent le grand cercle DEFG, 
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mené comme on voudra hors du triangle. En vertu du 
théorème précédent « les deux triangles AD£ , AGH , 
pris ensemble, équivalent au fuseau dont l'angle est 
A , et qui a pour mesure a A '*' : ainsi on aura ADE-h * ao. 
AGH =: 2 A ; par une raison semblable DGF + BID 
s= 2B , CIU + CFE = 2C. Mais la somme de ces six 
triangles excède la demi-sphère de deux fois le trian- 
gle ABC, d'ailleurs la demi-sphère est représentée 
par 4 9 donc le double du triangle ABC est égal à 2 A ^ 
+ 2B+2C — 4i ®* P^r conséquent ABG = A+B + C 
— 2; donc tout triangle sphérique a pour mesure la 
somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura d'angles droits dans 
cette mesure , autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rectangles ou de huitièmes de sphère 
qui sont l'unité de surface ^. Par exemple, si les angles * ao. 
sont égaux chacun aux \ d'un angle droit, alors les 
trois angles vaudront 4 angles droits , et le triangle 
proposé sera représenté par 4 — 2 ou 2; donc il sera 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart de la 
surface de la sphère. 

Corollaire IL Le triangle sphérique ABC est équi- 
valent au fuseau dont l'angle est i : de 

2 ' 

même la pyramide sphérique, dont la base est 

ABC, équivaut à l'onglet sphérique dont l'angle est 

A+B + C 

1. 

2 

Scholie. En même temps qu'on compare le triangle 
sphérique ABC au triangle tri - rectangle , la pyra- 
mide sphénque qui a pour base ABC se compare avec 
la pyramide tri-rectangle, et il en résulte la même 
proportion. L'angle solide au sommet de la pyramide 
se compare de même avec l'angle solide au sommet 
de la pyramide tri-rectangle : en effet la comparai- 
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son s'établit par la coïncideDce des parties. Or, si les 
bases des pyramides coïncident, il est évident que les 
pyramides elles-mêmes coïncideront , ainsi que kes an- 
gles solides à leur sommet. De là résultent plusieurs 
conséquences. , 

i** Deux pyramides triangulaires sphériques sont 
entre elles comme leurs bases ; et , puisqu'une pyramide 
polygonale peut se partager en plusieurs pyramides 
triangulaires, il s'ensuit que deux pyramides sphériques 
quelconques sont entre elles comme les polygones qui 
leur servent de bases. 

2<> Les angles solides au sommet des mêmes pyra- 
mides sont également dans la proportion des bases ; 
donc, pour comparer deux angles solides quelcon- 
ques , il faut placer leurs sommets au centre de deux 
sphères égales, et ces angles solides seront entre eux 
comme ies polygones sphériques interceptés entre leurs 
plans ou faces. 

L'angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
angle , qu'on peut appeler angle solide droit , est très- 
propre à servir d'unité de mesure aux autres angles 
solides. Cela posé, le même nombre qui donne l'aire 
d'un polygone sphérique donnera la mesure de l'angle 
solide correspondant. Par exemple, si l'aire du poly- 
gone sphérique est f , c'est-à-dire, s'il «st les f du 
triangle tri-rectangle , l'angle solide correspondant sera 
aussi les f de l'angle solide droit. 

PROPOSITION XXIV. 

THEOREME. 

La sur/ace d'un polygone sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles , moins le produit de deux 
angles droits par le nombre des côtés du polygone 
moins deux. 
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D'un même sommet A soient menées à tous les fi?< a4o. 
autres sommets les diagonales AG, AD; lé polygone 
ABCDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux qu'il a de côtés. Mais la surface de chaque triangle 
a pour mesure la somme de ses angles moins deux angles 
droits, et il est clair que la somme de tous les angles 
des triangles est égale à la somme des angles du poly- 
gone : donc la surface du polygone est égale à la somme 
de ses angles diminuée d'autant de fois deux angles 
droits qu'il a de côtés moins deux. 

Scholie» Soit s la somme des angles d'un polygone 
sphérique , n le nombre de ses côtés ; l'angle droit étant 
supposé l'unité , la surface du polygone aura pour me- 
sure s 2 {n 2) ou s 271 + 4* 

PROPOSITION XXV. 

THEORÊlIIE. 

Soit S le nomhre des angles solides d'un polyrèdre, H le 
nombre de ses faces, A le nomhre de ses arêtes; je dis ^u^on 
aura toujours S+Â=Â4-a. 

Prenez au dedans du polyèdre un point d'où vous mènerez 
(les lignes droites aux sommets de tous ses angles; imaginez 
ensuite que du même point comme centre on décrive une* sur- 
face sphérique qui soit rencontrée par toutes ces lignes en 
autant de points; joignez ces points par des arcs de grands 
cercles, de manière à former sur la surface de la sphère des 
polygones correspondants et en même nombre- avec les faces 
du polyèdre. Soit ABCDET un de ces polygones , et soit n le fig. 240. 
nombre de ses côtés; sa surface sera s — 2/1+41 ^ étant. la 
somme des angles A, B, C, D, £. Si on évalue semhiablement 
la surface de chacun des autres polygones sphériques , et qu'on 
les ajoute toutes ensemble , on en conclura que leur somme , 
ou la surface de la sphère représentée par 8, est égale à la 
somme de tous les angles des polygones , moins deux fois le 
nombre de leurs côtés, plus 4 pris autant de fois qu'il y a de 
faces. Or , comme tous les angles qui s'ajustent autour d*un 
même point A valent quatre angles droits, la somme de tous 
les angles des polygones est égale à 4 pris autant de fois qu'il y 
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a d'angle» solides ; elle est donc égaie à 4S. Ensuite le double 
du nombre des côtes AB, BC, CD, etc., est égal au quadruple 
du nombre des arêtes ou=4A , puisque la même arête sert de 
côté à deux faces : donc on aura 8 = 4S — 4^4*4^9 ^^^ ^ 
prenant le quart de chaque membre: a=S — A+H ; donc 

S+H=A4-a. 

Corollaire, Il suit de là que la somme des angles plans qvi 

forment les angles solides d'un poljrèdre eu égale à autant de 

J'ois quatre angles droits qu'il y a d'unités dans S — 2L, S étant 

le nombre des angles solides du poljrèdre. 

Car , si on considère une face dont le nombre de côtes est n, 

* a5, I. la somme des angles de cette face sera 3ii — 4 angles droits *. 

Mais la somme de tous les an, ou le double du nombre des 

côtés de toutes les faces = 4A, et 4 pris autant de fois qu'il y 

a de faces =4H; donc la somme des angles de toutes les faces 

= 4A — 4H. Or , par le théorème qu'on vient de démontrer , 

on a A— H==S— 2 , et par conséquent 4A — 4^=4(S — 2). Donc 

la somme des angles plans , etc. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOREME. 

De tous les triangles sphériques formés at*ee deux côtés 
éf a??* ^^^'"*^' CB, CA , et un troisième à volonté, le plus grand A^C 
est celui dans lequel V angle C, compris par les côtés donnés^ est 
égal à la somme des deux autres angles A et B. 

Prolonges les deux côtés AC, AB, jusqu'à leur rencontre 
en D , vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
l'augle DBC sera aussi égal à la somme de deux autres angles 
BDC, BCD : car BCD+BCA étant égal à deux angles droits, 
ainsi que CBA+CBD, on a BCD+BCA= CBA-f CBD; ajou- 
tant de part et d'autre BDC =r BAC, on aura BCD4-BCA+ 
BCD=CBA+CBD+BAC. Or, par hypothèse , BCA = CBA+ 
BAC; donc CBD=BCD+BDC. 

Menez BI qui fasse Taugle CBI=:BCD, et par suite 1BD = 
BDC; les deux triangles IBC, IBD, seront isoscèles, et on aura 
IC=IB=JD. Donc le point I, milieu de DC, est à égale distance 
des trois points B, C, D : par une raison semblable le point G, 
milieu de AB, sera également distant des trois points A, B , C. 
fig. 273. Soit maintenant CA' = CA et l'angle BCA'>BCA; si Ton 
joint A^B, et qu'on prolonge les arcs A'C, A'B, jusqu'à leur 
rencontre en D% l'arc D'CA' sera une demi- circonférence ainsi 
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cfue DCA ; donc pnisqu^on a CA'=CA, on aura aussi CD'=CD. 
Maiftdans le triangleCID% on a Cl-f ID'>Giy; donc Iiy>CD 
-^€l,ouID'>ID. 

Dans le triangle isoscèle CIB dÎTÎsons Pangle du sommet I 
en deux également par Tare £IF qui sera perpendiculaire sur 
le milieu de BC. Si on prend un point L entre I et E , la dis- 
tance BL, égale à LC, sera moindre que BI; car on peut de'mon- 
trer , comme dans la prop. ix, lir. i , qu'on a BL+LG^BI+ 
IC , donc en prenant les moitiés de part et d'autre , on aura 
BL<BI. Mais dans le triangle D'LC on a D'L>D'G — CL, et 
à plus forte raison D'L>DC— CI,ou D'L>DI,ouD'L>BI; 
donc D^L^BL. Donc si on cherche sur Tare EIF un point éga- 
lement distant des trois points B, C, D', ce point ne saurait se 
trouver que sur le prolongement de £1 vers F. Soit l' le point 
cherché, en sorte qu^on ait D'I' = BV = CV ; les triangles l'CB, 
rCD', FBD', étant isoscèles , on aura les angles égaux FBC = 
l'CB, I'BD'=I'D'B, I'CD'=rD'C. Mais les angles D'BC+CBA' 
valent deux angles droits , ainsi que D'CB-f-BCA'; donc 

D'Br+I'BC+CBA'=2, 

Ba'— rCD'+BCA'= a. 

Ajoutant les deux sommes et observant qu*bn a rBC=:BCF, et 
D'BF — rCD'= Biyr — FD'C = CD'B = CA'B , on aura 

aFBC+CA'B+CBA'+BCA' = 4. 
Donc CA^B-fCBA'+BGA' — a ( mesure de Taire du triangle 
A'BC) = a — aï'BC; de sorte qu*on a aire A'BC =a — 2 angU 
l'BC; semblablement dans le triangle ABC, on aurait aire ABC 
= a — a an§le ÏBC. Or, on a démontré que l'angle FBC est 
plus grand que IBC ; donc l'aire A'BC est plus petite que ABC. 

La même démonstration et la même conclusion auraient fig. 373. 
lieu , si, en prenant toujours Varc CA' = CA , on faisait Tangle 
BCA' <^ BCA ; donc ABC est le triangle le plus grand entre tous 
ceux qui ont deux côtés donnés et le troisième à volonté. 

Seholie I, Le triangle ABC , le plus grand entre tous ceux qui fig. a4i. 
ont deux côtés donnés CA , CB, peut être inscrit dans un demi- 
cercle dont la corde du troisième côté AB sera le diamètre ; car 
O étant le milieu de AB , on a vu que les distances OC , OB, 
sont égales ; donc la circonférence de petit cercle décrite du 
point O comme pôle et de l'intervalle OB passera par les trois 
points A, B, C. De plus la ligne droite BA est un diamètre de ce 
petit cercle \ car le centre qui doit se trouver à la fois dans le 
plan du petit cercle et dans le plan de l'arc de grand cercle* ^^ \' 
BOA , se trouvera nécessairement dans Tintersection de ces 
deux plans qui est la droite BA , et ainsi BA sera un diamètre. 
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H. Dans le triangle ABC, l'angle C étant égal à la somme «les 

iieux autres A et B, il s'ensuit que la somme des trois angles 

est double de l'angle C. Mais cette somme est toujours plus 

« 19. grande que deux angles droits* ; donc Tangle G est plus grand 

qu'un droit. 

III. Si Ton prolonge les cdtës CB , CA, jusqu'à leur rencontre 
en£, le triangle BAE sera égal au quart de la surface de la 
sphère. Car l'angle £ = C = ABC + GAB ; donc les trois angles 
du triangle BA£ équivalent aux quatre ABG, ABE , GAB, BAE, 
dont la somme est égale à quatre angles droits ; donc la surface 

* 24. du triangle BA£* =r4— a=a , qui est le quart de la surface de la 
sphère. 

IV. Il n'y aurait pas lieu à maximum, si la somme des deux 
côtés donnés GA , GB , était égale ou plus grande que la demi- 
circonférence d'un grand cercle. Gar puisque le triangle ABC 
doit être inscrit dans un demi-cercle de la sphère , la somme des 
deux côtés G A , GB , sera moindre que la demi-circonférence 

* 3. BCA* , et par conséquent moindre que la demi-circonférence 
d'un grand cercle. 

La raison pourquoi il n'y a pas de maximum, lorsque la somme 
(U^s deux cotés donnés est plus grande que la demi-circonférence 
d'un grand cercle, c'est qu'alors le triangle augmente de plus 
eu plus à mesure que l'angle compris par les côtés donnés est 
plus grand ; enfin , lorsque cet angle sera égal à deux droits, les 
trois côtés seront dans un même plan, et formeront une circon- 
férence entière ; le triangle sphérique deviendra donc égal à la 
demi^sphére , mais il cessera alors d'être triangle. 

PROPOSITION XXVII. 

THEOREME. 

De tous Us triangles sphériques formés avec un côté donne et 
un périmètre donné, le plus grand est celui dans lequel les deux 
côtés non déterminés sont égaux. 
fig. a/(a. Soit AB le côté donné commun aux deux triangles AGB, ADB, 
et soit AG -f CB=: AD 4* DB; je dis que le triangle isoscèle 
AGB, dans lequel A G=rCB, est plus grand que le non-isoscèle ADB. 

Gar ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit de 
faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOG. L*angle 
GBA, égal à GAB, est plus grand que OAB ; ainsi le côté AO est 
plus grand que OB* ; prenez 01 = OB , faites OK =: OD , et joi- 
' gnez Kl; le triangle OKI sera égal à DOB^. Si on nie mainte- 
nant que le triangle DOB ou son égal KOI soit plus petit que 
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OAG , il faudra quMI soit égal ou plus grand ; dans l'un et Tautre 
cas , puisque le point I est entre les points A et O , il faudra que 
le point K soit sur OC prolongé, sans quoi le triangle OKI serait 
contenu dans le triangle CAO, et par conséquent plus petit. 
Cela posé, le plus court chemin de C en A étant CA, on a 
CK + Kl + IA > CA. Mais CK = OD - CO, Aï = AO — OB , 
KI= BD ; donc OD — C0+ AO— OB+BD > CA , et en rédui- 
sant AD— CB+BD>CA , ou AD+BD>AC+CB. Or celte iné- 
galité est contraire à Thypothèse AD+BDrriAC+CB, donc le 
point K ne peut tomber sur le prolongement de OC ; donc il 
tombe entre O et C, et par conséquent le triangle KOI, ou son 
égal ODB, est plus petit que ACO; donc le triangle isoscéle ACB 
est plus grand que le non-isoscèle AOB de même base et de 
même périmètre. 

Scholie. Ces deux dernières propositions sont analogues aux 
propositions x et ui de l'appendice au liv. xy; ainsi on peut en 
tirer , par rapport aux poljgones sphériques , les conséquences 
qui ont lieu pour les polygones rectilignes. 
Voici les principales : 

1° De tous les polygones sphériques isopérimètres et d'un même 
nombre de côtés , le plus grand est un polygone équilatéral. 
Même démonstration que pour la prop. II de Tappendice au 
livre IV. 

a<» De tous les pofjrgones sphériques Jor mes avec des côtés 
donnés et un dernier à volonté, le plus grand est celui qu'on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diamètre. 

La démonstration se déduit de la prop. XXVI , comme on Ta 
vu dans la prop. IV de Tappendice cité; il faut, pour Texistence 
du maximum f que la somme des côtés donnés soit moindre que 
la demi-circonférence d'un grand cercle. 

30 Le plus grand des poljrgones sphériques formés avec des 
côtés donnés, est celui qu'on peut inscrire dans un cercle de la 
sphère. 

Même démonstration que pour la prop. VI de Tappendice au 
livre IV. 

1^0 Le plus grand des polygones sphériques qui ont le même 
périmètre et le même nombre de côtés, est celui qui a ses angles 
égaux et ses côtés égaux* 

C^est ce qui résulte des corollaires i et 3 qui précèdent. 

Nota, Toutes les propositions de maximum concernant les 
polygones sphériques s^appliquent aux angles solides dt>nt ces 
polygones sont la mesure. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI et VIL 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 



PROPOSITION PREMIERE. 

THEOREME. 

Al ne peut jr avoir que cinq polyèdres réguliers. 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes les faces 
sont des polygones réguliers égaux, et dont tous les angles solides 
sont égaux entre eux. Ces conditions ne peuvent avoir lieu que 
dans un petit nombre de cas. 

i» Si les faces sont des triangles équilatérauz, on peut former 
chaque angle solide du polyèdre avec trois ^ngles de ces trian- 
gles , ou avec quatre, ou avec cinq : de là naissent trois corps 
réguliers, qui sont le tétraèdre, Toctaèdre, et Ficosaèdre. On 
n*eu peut pas former un plus grand nombre avec des triangles 
cquilatéraux, car six angles de ces triangles valent quatre angles 
31,5. droits , etne peuvent former d'angle solide^. 

3** Si les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs angles 
trois à trois ; el de là résulte l'hexaèdre ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et ne 
peuvent former d'angle solide. 

3° Enfin, si les faces sont des pentagones réguliers, on pourra 
encore assembler leurs angles trois à trois , et il en résultera le 
dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d'hexagones régu- 
liers valent quatre angles droits, et trois d'heptagones encore 
plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , trois 
formés avec des triangles équilatéraux, un avec des quarrés, et 
un avec des pentagones. 

Scholie, On va prouver dans la proposition suivante que 
ces cinq polyèdres existent réellement, et qu'on peut en dé- 
* terminer toutes les dimensions lorsqu'on connaît une de leurs 
faces. 
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PROPOSITION II. 

PROBLEME. 

Étant donnée tune desjaees d'un poljrèdre régulier, ou seU' 
lement son côté, construire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq qui vont être résolus successi- 
yement. 

Construction du tétraèdre. 

Soit ABC le triangle ëquilate'ral qui doit être une des faces fig. •i!\^. 
du tétraèdre ; au point O, centre de ce triangle, élevez OS per- 
pendiculaire au plan ABC ; terminez cette pjerpendiculaire au 
point S , de sorte que AS = AB ; joignez SB , SC , et la pyramide 
SABC sera le tétraèdre requis. 

Car , à cause des distances égales OA , OB, OC , les obliques 
SA , SB , SC , sVcartcnt également de la perpendiculaire SO et 
sont égales. L*une déciles SA = AB; donc les quatre faces de la 
pyramide SABC sont des triangles égaux au triangle donné 
ABC. D'ailleurs les angles solides de cette pyramide sont égaux 
entre eux , puisqu'ils sont formés chacun avec trois angles plans 
égaux; donc cette pyramide est un tétraèdre régulier. 

Construction de l'hexaèdre. 

Soit ABCD un quarré donné : sur la base ABCD construisez fig. a44- 
un prisme droit dont la hauteur A£ soit égale au côté AB. Il est 
clair que les faces de ce prisme sont des quarrés égaux , et que 
ses angles solides sont égaux entre eux comme étant formés 
chacun avec trois angles droits; donc ce prisme est un hexaèdre 
régulier ou cube. 

Construction de l'octaèdre. 

Soit AMB un triangle équilaléral donné : sur le côté AB dé- fig. a45. 
crivez le quarré ABCD; au point O, centre de ce quarré, élevez 
sur son plan la perpendiculaire TS, terminée de part et d'autre 
en T et S, de manière que OT = OS = AO; joignez ensuite 
SA, SB, TA, etc., vous aurez un solide SABCDT, composé de 
deux pyramides quadrangulaires SABCD,TABCD, adossées par 
leur base commune ABCD; ce solide sera Toctaèdre régulier de- 
mandé. 

£n efletfle triangle AOS est rectangle en O, ainsi que le 
triangle AOD ; les côtés AO , OS , OD , sont égaux ; donc ces 
triangles sont égaux , donc AS =r AD. On déi«ontrera de même 
que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS, COT, etc., 
sont égaux au triangle AOD; donc tous les côtés AB , AS, 
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AT, etc., sont égaux entre eux, et par conséquent le solide 
SABCDT est compris sous huit triangles égaux au triangle équi- 
latéral donné AHM. Je dis de plus que les angles solides du 
polyèdre sont égaux entre eux : par exemple , l'angle S est égal 
à Tangle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle DAC, 
et qu'ainsi l'angle ASC est droit; donc la figure SATC est un 
quarré égal au quarré ABCD. Mais si on compare la pyramide 
6ASCT à la pyramide SABCD , la base ASCT de la première 
peut se placer sur la base ABCD de la seconde; alors le point 
O étant un centre commun, la hauteur OB de la première 
coïncidera avec la hauteur OS de la seconde , et les deux pyra- 
mides se confondront en une seule ^ donc Tangle solide S est 
égal à Tangle solide B ; donc le solide SABCDT est un octaèdre 
régulier. 

Scholie. Si trois droites égales , AC , BD , ST , sont perpen- 
diculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les extré- 
mités de ces droites seront les sommets d'un octaèdre régulier. 

Construction du dodécaèdre. 
fig. a46. Soit ABCDE un pentagone régulier donné; soient ABP, 
CBP, deux angles plans égaux à l'angle ABC : avec ces angles 
plans formez l'angle solide B^ et déterminez par la proposition 
XXIV, livre v, l'inclinaison mutuelle de deux de ces plans, incli- 
naison que j'appelle K. Formez semblablement aux points C , 
D , £ , A , des angles solides égaux à l'angle solide B, et situés 
de la même manière : le plan CBP sera le même avec le plan 
BCG , puisqu'ils sont inclinés Tun et l'autre de la même quan- 
tité K sur le plan ABCD. On peut donc, dans le plan PBCG, 
décrire le pentagone BCGFP égal au pentagone ABCDE. Si on 
fait de même dans chacun des autres plans CDI , DEL , etc. , 
on aura une surface convexe PFGH , etc. , composée de six pen- 
tagones réguliers égaux et inclinés chacun sur son adjacent de 
la même quantité K. Soit pjg^ » c^^* 9 ^^^ seconde surface égale 
à PFGH , etc. , je dis que ces deux surfaces peuvent être réunies 
de manière à ne former qu^une seule surface convexe continue. 
En effet l'angle offf, par exemple , peut se joindre aux deux 
angles OPB, BPF, pour faire un angle solide P égal à Tangle B ; 
et dans cette jonction il ne sera rien changé à l'inclinaison des 
plans BPF, BPO, puisque cette inclinaison est telle qu'il le faut 
pour la formation de l'angle solide. Mais en même temps que 
l'angle solide P se forme, le côté ^s'appliquera sur son égal 
PF, et au point F se trouveront réunis trois angles plans PFG, 
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pjky efgy qui formeront un angle solide e'gal à chacun des angles 
déjà formés; cette jondtion se fera sans rien changer ni à IVtat 
de Tangle P, ni à celui de la surface ^ghj etc. ; car les plans 
PFG , ejp, déjà réunis en P, ont entre eux l'inclinaison conve- 
nable K, ainsi que les plans efg^ efp. Continuant ainsi de proche 
en proche, on voit que les deux surfaces s^ajusteront mutuelle- 
ment Tune ayec Tautre, pour ne former qu^une seule surface 
continue et rentrante sur elle-même : cette surface sera celle 
d*un dodécaèdre régulier , puisqu'elle est composée de douze 
pentagones réguliers égaux, et que tous ses angles solides sont 
égaux entre eux. 

Construction de Vicosaèdre, 

Soit ABC une de ses faces ; il faut d*abord former un angle fîjç. ^47. 
solide avec cinq plans égaux au plan ABC et également inclinés 
chacun sur son adjacent. Pour cela , sur le côté B'C, égal à 
BC, faites le pentagone régulier WC'WVD' \ au centre de ce 
pentagone élevez sur son plan une perpendiculaire , que vous 
terminerez en A', de manière que B'A'=:B'C'j joignez A'C, 
A'H', A'I', A'D', et l'angle solide A', formé par les cinq plans 
B'A'C, C'A'H', etc. , sera Tangle solide requis. Car les obliques 
A'B', A'C, etc., sont égales, et l'une d'elles A'B' est égale au 
côté B'C; donc tous les triangles B'A'C, C'A'H', etc., sont 
égaux entre eux et au triangle donné ABC. 

Il est visible d'ailleurs que les plans B'A'C, C'A'H', etc., sont 
également inclinés chacun sur son adjacent ; car les angles soli> 
des B', C, etc., sont égaux entre eux, puisqu^ls sont formés 
chacun avec deux angles de triangles équilatéraux et un de pen- 
tagone régulier. Appelons R rinclinaison des deux plans où sont 
les angles égaux , inclinaison qu'on peut déterminer par la pro- 
position XXIV, liv. y; Tangle K sera en même temps l'inclinaison 
de chacun des plans qui composent Tangle solide A' sur son 
adjacent. 

Cela posé, si on fait aux points A , B, C, des angles solides 
égaux chacun à l'angle A', on aura une surface convexe 
DEFG , etc., composée de dix triangles équilatéraux, dont 
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantité K ; et les 
angles D, £ , F, etc. , de son contour réuniront alternativement 
trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imaginez une 
seconde surface égale à la surface DEFG, etc. ; ces deux surfaces 
pourront s'adapter mutuellement , en joignant chaque angle 
triple de Tune à un angle double de Tautre; et, comme les 
plans de ces angles ont déjà entre eux l'inclinaison K nécessaire 
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OB, 8*écartant également de la perpendiculaire, seront égales, 
il en sera de même de deux autres lignes quelconques menées 
du centre O aux extrémités d'un même côté; donc toutes ce^ 
lignes sont égales entre elles; donc si du point O comme centre 
et du rajron OA on décrit une surface sphérique , cette surface 
passera par les sommets de tous les angles solides du polyèdre , 
et la sphère sera circonscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit 
dans la sphère. 

Cela posé , la solution du problème proposé n*a plus aucune 
difficulté , et peut s'effectuer ainsi : 
fig* >49- Étant donné le côté d'une face du polyèdre , décrivez cette 
face , et soit CD son apothème. Cherchez par le problème pré- 
cèdent Tinclinaison de deux faces adjacentes du polyèdre, et 
faites Pangle CD£ égal à cette inclinaison. Prenez DE égale à 
CD , menez CO et £0 perpendiculaires à CD et £D ; ces deux 
perpendiculaires se rencontreront en un point O, et CO sera le 
rayon de la sphère inscrite dans le polyèdre. 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon du cer- 
cle circonscrit à une face du poljrèdre , et OA sera le rayon de 
la sphère circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO , CAO , de la 6g. a49i ^^^^ 
égaux aux triangles de même nom dans la figure 248 : ainsi , 
tandis que CD et CA sont les rayons des cercles inscrit et cir- 
conscrit à une face du polyèdre, OC et OA sont les rayons des 
sphères inscrite et circonscrite au même polyèdre. 

Scholie, On peut tirer des propositions précédentes plusieurs 
conséquences. 

lo Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de 
pyramides régulières que le polyèdre a de faces : le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui est en 
même temps celui des sphères inscrite et circonscrite. 

20 La solidité d'un polyèdre régulier est égale à «sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

30 Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux solides 
semblables , et leurs dimensions homologues sont proportion- 
nelles; donc les rayons des sphères inscrites ou circonscrites sont 
entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 

40 Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphère , les 
plans menés du centre le long des différents côtés partageront 
la surface de la sphère en autant de polygones sphériques égaux 
et semblables qne le polyèdre a de faces. 
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LES TROIS CORPS RONDS. 



DEFINITIOirS. 



ï. v/w appelle cylindre le solide produit par la rçvo- fig. «So, 
lution d'nn rectangle ABCD , qu'on imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Dans ce mouvement les côtés AD , BC, restant tou- 
jours perpendiculaires à AB, décrivent des plans circu- 
laires égaux DHP , CGQ , qu'on appelle les bases du 
cylindre , et le côté CD en décrit la surface com^exe, 

La ligne immobile AB s'appelle Vaxe du cylindre. 

Toute section KLM , faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à l'axe , est un cercle égal à chacune des 
bases : car pendant que le rectangle ABCD tourne 
autour de AB, la ligne IK, perpendiculaire à AB, décrit 
un plan circulaire égal à la base , et ce plan n'est autre 
chose que la section faite perpendiculairement à l'axe 
au point L 

Toute section PQGH , faite suivant l'axe , est un rec- 
tangle double du rectangle générateur ABCD. 

II. On appelle cône le solide produit par la révolu- fig. a5i. 
tion du triangle rectangle SAB, qu'on imagine tourner 
autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan circulaire 
BDCË, qu'on appelle la base du cône, et l'hypoténuse 
SB en décrit la surface com^exe. 

Le point S s'appelle le sommet du cône , SA l'axe ou 
la hauteur, et SB le côte' ou r apothème . - 

Toute section HKFI , faite perpendiculairement à 
l'axe , est un cercle ; toute section SDË , faite suivant 

• i6 
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Taxe , est un triangle isoscèle double du triangle géné- 
rateur SAB. 

III. Si du cône SCDB on retranche , par une section 
parallèle à la base , le cône /SFKH , le solide restant 
GBHF s'appelle cône tronqué ou tronc de cône. 

On peut supposer qu'il e«t décrit par la révolution 
du trapèze ABHG , dont les angles A et G sont droits, 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s'appelle 
Faxe ou la hauteur du tronc, les cercles BDC, HFK, 
en sont les bases , et BH en est le côté. 

IV. Deux cylindres ou deux cônes sont semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

fig. s5a. V. Si , dans le cercle ACD qui sert de base i un 
cylindre , on inscrit un polygone ABCDE , et que sur 
la base ABCDE on élève un prisme droit égal en hau- 
teur au cylindre , le prisme est dit inscrit dans le cylin* 
dre y ou le cylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF , BG , CH., etc. , du 
prisme , étant perpendiculaires au plan de la base , sont 
comprises dans la surface convexe du cylindre ; donc 
le prisme et le cylindre se touchent suivant ces arêtes. 

fig. i53. VL Pareillement, si ABCD est un polygone circon- 
scrit à la base d'un cylindre , et que sur la base ABCD 
. on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre , le prisme est dit circonscrit au cylindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M , N , etc. , les points de contact des côtés 
AB, BC, etc. , et soient élevées par les points JVf , N, etc., 
les perpendiculaires MX , NY, etc., au plan de la base; 
il est clair que ces perpendiculaires seront à-la-fois dans 
la surface du cylindre et dans celle du prisme circon- 
scrit : donc elles seront leurs lignes de contact. 

N. B» Le cylindre , le cône , et la sphère , sont les troii eorp» 
ronds dont on s'occupe dans les éléments. 
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Lemmes préliminaires sur les surfaces, 

I. 

Une surface plane OABCD est plus petite que fig* 354. 
toute autre surface PÂ6CD , terminée au même con- 
tour ABCD- 

Cette proposition est assez évidente pour être ran^ 
gée au nombre des axiomes ; car on pourrait supposer 
que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne droite 
est parmi les ligues : la ligne droite est la plus courte 
entre deux points donnés , de même le plan est la sur- 
face la plus petite entre toutes celles qui ont un même 
contour. Cependant comme il convient de réduire les 
axiomes au plus petit nombre possible , voici un raison- 
nement qui ne laissera aucun doute sur cette propo- 
sition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en lar- 
geur, on ne peut concevoir qu'une surface soit plus 
grande qu'une autre , à moins que les dimensions de la 
première n'excèdent dans quelques sens celles de la 
seconde ; et s'il arrive que les dimensions d'une surface 
soient en tous sens plus petites que les dimensions d'une 
autre surface, il est évident que la première âurface sera 
la plus petite des deux. Or, dans quelque sens qu'on fasse 
passer le plan BPD , qui coupera- la surface plane sui~ 
vant BD, et Fautre surface suivant BPD, la ligne droite 
BD sera toujours plus petite que BPD ; donc la surface 
plane OABCD est plus petite que la surface environ- 
nante PABCD. 

II. 

Toute surface convexe OABCD est moindre qu'une fig 
aiUre surface quelconque qui em^elopperait la pretnière 
en s'appuyant sur le même contour ABCD. 
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Nous répéterons ici que nous entendons par surface 
connexe une surface qui ne peut être rencontrée par 
une ligne droite en plus de deux points : et cependant 
il est possible qu'une ligne droite s'applique exactement 
dans un certain sens sur une sui*face convexe ; on. en 
voit des exemples dans les surfaces du cône et du cylin- 
dre. Nous observerons aussi que la dénomination de 
surface convexe n'est pas bornée aux seules surfaces 
courbes; elle comprend les surfaces pofyédrales ou 
composées de plusieurs plans, et aussi les surfaces en 
partie courbes , en partie polyédrales. 

Cela posé , si la surface OABCD n'est pas plus petite 
que toutes celles qui l'enveloppent, soit parmi celles-ci 
PABCD la surface la plus petite qui sera au plus égale 
à OABCD. Par un point quelconque O , faites passer 
un plan qui touche la surface OABCD sans la couper ; 
ce plan rencontrera la surface PABCD, et la partie qu'il 
en retranchera sera plus grande que le plan terminé à 
* lem I. la même surface * : donc , en conservant le reste de la 
surface PABCD, on pourrait substituer le plan à ta 
partie retranchée , et on aurait une nouvelle surface 
qui envelopperait toujours la surface OABCD , et qui 
serait plus petite que PABCD. 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo- 
thèse ; donc cette hypothèse ne saurait subsister , donc 
la surface convexe OABCD est plus petite que toute 
autre surface qui envelopperait OABCD , et qui serait 
terminée au même contour ABCD. 

Scholie, Par un raisonnement entièrement semblable 
on prouvera , 

-fig 256. 1" Que, si une surface convexe terminée par deux 
contours ABC, D£F, est enveloppée par une autre 
surface quelconque terminée aux mêmes contours , la 
surface enveloppée sera la plus petite des deux. 
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a* Que, si une surface convexe AB est enveloppée de tig. aS;. 
toutes parts par une autre surface MN, soit qu'elles aient 
des points, des lignes ou des plans communs, soit qu'elles 
n'aient aucun point de commun, la surface enveloppée 
sera toujours plus petite que la surface enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut y en avoir aucune qui 
soit la plus petite de toutes , puisque dans tous les cas 
on pourrait toujours mener le plan CD tangent à la 
surface convexe , lequel plan serait plus petit que la 
surface CMD * ; et ainsi la surface CND serait plus *j«m. i. 
petite que MN , ce qui est contraire à l'hypothèse que 
MN est la plus petite de toutes. Donc la surface convexe 
AB est plus petite que toutes celles qui l'enveloppent. ^ 



PROPOSITION PREMIERE. 



THEOREME. 



La solidité d'un cylindre est égale au produit de sa 
base par sa hauteur. 

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné , H sa fig. sss. 
hauteur; représentons par surf. CA la surface du cercle 
dont le rayon est CA ; je dis que la solidité du cylindre 
sera surf. CA x H. Car , si surf. CA x H n'est pas la 
mesure du cylindre donné, ce produit sera la mesure 
d'un cylindre plus grand ou plus petit. Et d'abord sup- 
posons qu'il soit la mesure d'un cylindre plus petit , par 
exemple, du cylindre dont CD est le rayon de la base 
et H la hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD , un 
polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 
trent pas la circonférence dont CA est le rayon *; •10,4.. 
imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base le 
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polygone GHiP« et pour bauleur H, lequel ptnMne 
sera circooscnt au cylindre dont CD est le rayon 'de la 
* 14- baM* Gela posé » la solidité du prisme'*' est égale à sa 
base GHIP , multipliée par la hauteur H ; la base GHIP . 
est plus petite que le oercle dont CA est le rayon : donc 
la solidité du prisme est plus petite que 9urfn CA x H. 
Mais iurf. GAxH est, par hypothèse, la solidité du 
cylindre inscrit dans le prisme ; donc le prisme serait 
plus ^lit que le cylindre : or , au contraire, le cylindre 
est plus petit que le prisme , puisqu*il y est contenu ; 
donc il est impossible que surf^ CA X H soit la mesure 
du cylindre dont CD est le rayon de la base, et H la 
hauteur ; ou, en termes plus généi^auXy le produit de 
la base d*un cylindre par sa hauteur ne peut mesurer 
un cylindre plus petit. 

Je dis en second ]ieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand : car , pour ne pas 
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du 
cylindre donné , et soit , s*il est possible , surf. CD x El 
la mesure d*un cylindre plus grand, par exemple, du 
cylindre dont CA est le rayon de la base, et H la hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas i le prisme circonscxit au cyUndre donné aura pour 
mesure GHIP x H : Taire GHIP est plus grande que 
surf, CD ; donc k solidité du prisme dont il &*agit est 
plus grande que surf, CD x H : le prisme serait donc 
plus grand que le cylindre de même bauleur qui a pour 
base surf,^ CA, Or , au contraire , le prisme est plus 
petit que le cylindre, puisqu'il y est contenu ; donc il 
&9t impossible que la base d'un cylindre multipliée par 
sa hauteur soit la mesure d'un cylindre plus grand. 

Donc enfin la solidité d'un cylindre est égale au pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont 
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entre eux oomme leurs bases , et les cylindres de même 
base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Corollaire IL Les cylindres semblables sont comme 
les cubes des hauteurs, ou comme les cubes des dia- 
mètres des bases. Car les bases sont comme les quarrés 
de leurs diamètres ; et puisque les cylindres sont sem- 
blables , les diamètres des bases sont comme les hau^^ 
teurs * : donc les bases sont comme les quarrés des bau* • a^r. 4. 
teurs ; donc les bases multipliées par les hauteurs , ou 
les cylindres eux-mêmes, sont oomme les eubes des 
hauteurs* 

Scholie. Soit R le rayon de la base d'un cylindre , H 
sa hauteur, la surface de la base sera ;rR*''' , et la soli- * la, 4. 
dite du cylindre sera irR' x H , ou tR^H. 

PROPOSITION IL 

LEM ME. 

La surface coiwexe d'un prisme droit est égale au 
périmètre de sa base multiplié par sa hauteur. 

Car cette surface est égale à la somme des rectangles 'k* aSa. 
AFGB, BGHC, CHID, etc., dont elle est composée : 
or, les hauteurs AF, BG, CH, etc., de ces rectangles sont 
égales à la hauteur du prisme ; leurs bases AB , BC , 
CD, etc., prises ensemble, font le périmètre de la base 
du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou la sur- 
face convexe du prisme est égale au périmètre de sa 
base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire^ Si deux prismes droits ont la même haa« 
teoi* , les surfaces convexes de ces prismes seront entre 
elles comme les périmètres de leurs bases. 

PROPOSITION IIL 

LEMIIE. 

La surface com^exe du cylindre est plus grande 
que la surface com^exe de tout prisme inscrit, et plus 
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petite que la surface convexe de tout pritme cù- 

conscrit. 

ek.-jj». Car la surface convexedu cylindre et celle du prisme 
inacrit ABCDEP peuvent être considérées comme ayant 
même longueur, puisque toute section failc dans l'une 
et dans l'autre parallèlement à AF est égale à AF ; et si 
pour avoir les largeurs de ces surfaces on les coupe par 
des plans parallèles à la base ou perpendiculaires à 
l'arête AF , les sections seront égales , l'une à la circon- 
férence de la base , l'autre au contour du polygone 
ABCDE plus petit que cette circonféreoce : donc, puis- 
qu'à longueur égale la largeur de la surface cylindrique 
est plus grande que celle de la surface prismatique , il 
s'ensuit que la première surface est plus grande que la 
seconde. 

Gg. i53. par un raisonnement entièrement semblable on 
prouvera que la surface convexe du cylindre est plus 
petite que celle de tout prisme circonscrit BCDKLH. 

PROPOSITION IV. 

théoxêhe. 

La surface convexe d'un cylindre est égale à la 
circonférence de sa base multipliée par sa hauteur. 
Cg. >58. Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, H 
ja hauteur; si on représente par cire. CA la circonfé- 
rence qui a pour rayon GA , je dis que cîrc. C A X H 
sera la surface convese de ce cylindre. Car, si on oie 
cette proposition , j] fauàri que cire. CA X H soit la 
surface d'un cylindre p'"* g>'""'l "" p'"»» pelit; et d'a- 
bord supposons qu'çii goîl'^ surface d'un cylindre plus 
petit , par exemple cylindre dont CD est le rayon 
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GiroonscriTez au cercle dont le rayon est CD un po- 
lygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencontrent 
pas la circonférence qui a CA pour rayon ; imaginez 
ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur H, et pour 
base le polygone GHIP. La surface convexe de ce 
prisme sera égale au contour- du polygone GHIP mul- 
tiplié par la hauteur H"*" : ce contour est plus petit que " >• 
la circonférence dont le rayon est GA ; donc la surface 
convexe du prisme est plus petite que cire, G A x H. 
Mais cire* G A x H est , par hypothèse , la surface con- 
vexe du cylindre dont GD est L* rayon de la base , 
lequel cylindre est inscrit dans le prisme ; donc la sur- 
face convexe du prisme serait plus petite que celle du 
cylindre inscrit. Or, au contraire, elle doit être plus 
grande* ; donc Thypothèse d'où Ton est parti est ab- 'S. 
surde : donc, i^ la circonférence de la hase d'un cy- 
lindre multipliée par sa hauteur ne peut mesuret la 
surface con\^exe d^un cylindre plus petit, 

. Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer, la surface d'un, cylindre plus grand. Gar, 
pour ne pas changer de figure , soit GD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible, 
cire. GD X H la surface convexe d'un cylindre qui , 
avec la même hauteur , aurait pour base un cercle plus 
grand , par exemple, le cercle dont le rayon est GA. 
On fera la même construction que dans la première 
hypothèse, et la surface. convexe du prisme sera tou- 
joui^ égale au contour du polygone GHIP multiplié 
par la hauteur H. Mais ce contour est plus grand que 
cire. GD ; donc la surface du prisme serait plus grande 
que cire, GDxH, qui^ par hypothèse, est la surface 
du cylindre de même hauteur dont GA est le rayon de 
la base. Donc la surface du prisme serait plus grande 
que celle de ce cylindre. Mais, quand même le prisme • 
serait inscrit dans le cylindre, sa surface serait plus 
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^' petite que celle du cylindre * ; i plus forte raiaoD est-elle 
plus petite loi*sque le prisme ne s*éteiid pas jusqu'au 
cylindre. Donc la seconde hypothèse ne saurait avoir 
lieu ; donc, 29 la circonférence de la hase dCun cylindre 
multipliée par sa hauieut ne peut mesurer la surface 
dun cylindre plus grand. 

Donc enfin la surface convexe d*un cylindre est 
égale k la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur* 

PROPOSITION V. 



THEOREME. 



La solidité d^un cône est égale au produit de sa 
base par le tiers de sa hauteur. 

Sg. »i>y. Soit SO la hauteur du cône donné , AO le rayon de 
la base; si on désigne par surf* AO la surface de la 
base , {e dis que la solidité de ce cône sera égale à 
surf.AOx^SO. 

£n effet, supposons i» que su//*. AO x ^ SO soit la 
solidité d*un cône plus grand, par exemple, du cône 
dont SO est toujours la hauteur; mais dont OB, plus 
grand que AO , est le rayon de la base. 

Au cercle dont le rayon est AO circonscrivez un 
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la cir* 

* 10, 4. conférence dont le rayon est OB * ; imaginez ensuite 

une pyramide qui ait pour base le polygone et pour 

* 19' 6. sommet le point S. La solidité de cette pyramide* est 

égale à Taire du polygone MNPT multipliée par le tiers 
de la hauteur SO. Mais le polygone est plus grand que 
le cercle inscrit représenté par surf. AO ; donc la py- 
, ramide est plus grande que surf. AO x ^ SO , qui , par 
hypothèse , est la mesure du cône dont S est le sommet 
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et OB le rayon de la base. Or , au contraire , la pyra- 
mide est plus petite que le cône , puisqu'elle y est con- 
tenue ; donc, i** il est impossible que la base d'un cône' 
multipliée par le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un 
cône plus grand. 

Je dis ^^ que ce même produit ne peut être la uie^ 
sure d'un cône plus petit. Car , pour ne pas changer 
de figure, soit OB le rayon de la base du cône donné , 
et soit , s'il est possible , surf* OB x ^ SO la solidité du 
cône qui a pour hauteur SO et pour base le cercle dont 
AO est le rayon. On fera la même construction que 
ci-dessus , et la pyramide SMNPT aura pour mesure 
l'aire MNPT multipliée par i SO, Mais l'aire MNPT 
est plus petite que surf* OB ; donc la pyramide aurait 
une mesure plus petite que suif. OBx^SO,'et par 
conséquent elle serait plus petite que le cône dont AO 
est le rayon de la base , et SO la hauteur. Or , au con- 
traire 9 la pyramide est plus grande que le cône , puis- 
que le cône y est contenu ;donc, 2<» il est impossible 
que la base d'un cône multipliée par le tiers de sa hau- 
teur soit la mesure d'un cône plus petit. 

Donc enfin la solidité d'un cône est égale au produit 
de sa base par le tiers de sa hauteur. 

Corollaire* Un cône est le tiers d'un cylindre de 
même base et de même hauteur ; d'ob il suit , 

i'^ Que les cônes d'égales hauteurs sont entre eux 
comme leurs bases ; 

a*" Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs; 

3° Que les cônes semblables sont comme les cubes 
des diamètres dé leurs bases , ou comme^les cubes de 
leurs hauteurs. 

Scholie. Soit B. le rayon de la base d*un cône, H 
sa hauteur ; la solidilé du cône sera ^ R^ x | H ou 
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PROPOSITIOIH VI. 

THEOREME. 

lîg. 360. Le cône tronqué ADEB, dont AO , DP, sont les 
fnyons des bases et PO la hauteur, a pour mesure 

^ «. op.(a5Vdp+aox dp). 

Soit TFGH UQe pyramide triangulaire de même 
hauteur que le cône SAB , et dont la base FGH soit 
équivalente à la base du cône. On peut supposer que 
' ces deux bases sont placées sur un même plan ; alors les 
sommets S et T seront à égales distances du plan des 
bases , et le plan EPD prolongé fera dans la pyramide la 
section IKL. Or, je dis que cette section IKL est équiva- 
lente à la base DE ; car les basçs AB, DE, sont entre 

*ii«4-elles comme les quarrés des rayons AO, DP*, ou 
comme les quàrrés des hauteurs SO , SP ; les triangles 
FGH. , IKL , sont entre eux comme les quarrés de ces 

* i5, 6. mêmes hauteurs* ; donc les cercles AB, DE, sont entre 
eux comme les triangles FGH, IKL. Mais, par hypo- 
thèse , le triangle FGH est équivalent au cercle AB ; 
donc le triangle IKL est équivalent au cercle DE. 

Maintenant, la base AB multipliée par ^ SO est la 
solidité du cône SAB , et la base FGH multipliée par 
^ SO est celle de la pyramide TFGH ; donc, à cause^des 
bases équivalentes, la solidité de la pyramide est égale à 
celle du cône. Par une raison semblable , la pyramide 
TIKL est équivalente au cône SDE; donc le tronc de 
ôône ADEB est équivalent au tronc .de pyramide 
FGHIKL. Mais la base FGH, équivalente au cercle dont 

le rayon est AO, a pour mesure «-x AO; de même la 

base IKL = w x DP , et la moyenne proportionnelle 

entre t x AO et ir x DP est w x AO x DP ; donc la 
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solidité du tronc de pyramide, ou celle du tronc de cône, 
a pour mesure 

iOP X (« X AO' + TT X DP'+ r X AO X dp)*, *»o, 6. 
qui est la même chose que 

^irXOPx(M)+^'+AOxDP). 

PROPOSITION VII. 

thÉobeme. 

La surface com^exe d'un cône est égale à ta cir- 
conférence de sa base multipliée par la moitié de son 
côté'. 

Soit AO le rayon de la base du cône donné , S son fig. 159. 
sommet, et SA son côté; je disque sa ^surface sera 
drc, AO X -jS A. Car soit, s'il est possible, cire* AO x 7SA , 
la surface d*un cône qui aurait pour sommet le point S 
et pour base le cercle décrit du rayon OB plus grand 
que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier 
MNPT, dont les côtés ne rencontrent pas ta circonfé- 
rence qui a pour rayon OB ; et soit S MNPT la pyra- 
mide régulière , qui aurait pour base le polygone, et 
pour sommet le point S. Le triangle SMN, Tun de ceux 
qui composent la surface convexe de la pyramide, a 
pour mesure sa base MN multipliée par la moitié de la 
hauteur SA , qui est en même temps le côté du cône 
donné ; dette haoteur étant égale dans tous les autres 
triangles SNP, SPQ, etc., il s'ensuit que la surface con- 
vexe.de la pyramide^ est égale au contour MNPTM mul- 
tiplié par^SA. Mais le contour MNPTM , est plus grand 
que cire, AO; donc la surface convexe de la pyramide est 
plus grande que cire. AO x -^SA, et par conséquent plus 
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grande que la surface con vexe du cône qui avec leméme 
sommet S aurait pour base le cercle décrit du rayon 
OB. Or, au contraire, la surface convexe du cône est 
plus grande que celle de la pyramide; car si On adosse 
base à base la pyramide aune pyramide égale, le cône 
ii un cône égal ; la surface des deux cônes enveloppera 
de toutes parts la surface des deux pyramides ; donc la 
Mem.s. première surface sera plus grande que la seconde*, 
donc la surface du cône est plus grande que celle de la 
pyramide qui y est comprise. Le contraire était une 
suite de notre hypothèse ; donc cette hypothèse ne peut 
avoir lieu : donc, i® la circonférence de la base d'-un 
cône multipliée parla moitié de son côté ne peut mesurer 
la surface d'un cône plus grand. 

Je dis 2® que le même produit ne peut mesurer la 
surface d'un cône plus petit* Car soit BO le rayon 
de la base du cône donné , et soit , s'il est possible , 
cire. BO X {SB la surface du cône dont S est le som- 
met , et AO j plus petit que OB , le rayon de la base. 

Ayant fait la même construction que ci^essus, la 
surface de la pyramide SMNPT sera toujours égale au 
contour MNPT multiplié par ^SA. Or, le contour 
MNPT est moindre que cirCé BO , SA, est moindre que 
SB ; donc par cette double raison la surface convexe de 
la pyramide est moindre que cîrc. BO x ^B , qui, pai* 
hypothèse, est la surface du cône dont AO est le rayon 
de la base ; donc la surface de la pyramide serait plus 
petite que celle du cône inscrit. Or , au contraire, elle 
est plus grande ; car en adossant base k base la pyra- 
mide i une pyramide égale , le cône à un cône égal , la 
surface des deux pyramides enveloppera celle des deux 
cônes , et par conséquent sera la plus grande. Ponc , 
2» il est impossible que la circonférence de la base d*un 
cône donné multipliée par la moitié de son côté me- 
sure la surface d'un cône plus petit. 
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Donc enfin la surface convexe d*un cône est égale à 
la circonférence de sa base multipliée par la moitié de 
son côté. 

SchoUe. Soit L le côté d'un cône , R le rayon de sa 
base , la circonférence de cette base sera a^R , et la 
surface du cône aura pour mesure airR x 7L , ou «BL. 



PROPOSITION VIII. 



THEOBEME. 



La surface connexe du tronc de cône ADEB est «g. %ci. 
égale à son côté ÂD multiplié par la demi-somme des 
circonférences de ses deux bases AB , DE. 

Dans le plan SAB qui passe par Taxe SO , menez 
perpendiculairement à SA la ligne AF, égale à la 
circonférencje qui a pour rayon AO ; joignez SF , et 
menez DII parallèle à AF. 

A cause des trîangles semblables SAO, SDC, on 
aura AO : DC::SA : SD; et à cause des triangles 
semblables SAF , SDH , on aura AF : DH :: SA : SD ; 
donc AF : DH :: AO : DG, ou :: cire. AO : cire. DC *. * 11 . 4. 
Mais par construction AFz=z cire. AO; donc DH = 
cire. DG. Gela posé , le tnangle SAF , qui a pour me- 
sure AF X ^A , est égal à la surface du cône SAB qiii 
a pour mesure cire. AO x 7SA. Par une raison sem- 
blable le triangle SDH est égal à la surface du cône 
SD£. Donc la surface du tronc ADEB est égale à celle 
du trapèze ADHF. Gelle-ci a pour mesure * AD x • 7. 3. 

f j ; donc la surface du tronc de cône ADEB 

est égale à son côté AD multiplié par la demi-somme 
des eîrconférences de ses deux bases. 
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Corollaire,, Par le point I, miliea de AD, menez 
IKL parallèle à AB , et IM parallèle & AF ; on dé- 
montrera comme ci-dessus que IM =ci/v. IK. Mais 
le trapèse ADHF = ADxIM=ADxci>c. IK. Donc 
on peut dire ebcore que la surface éTun tronc de cône 
est égaie h son ' côté multipUé par la circonférence 
dCune section faite à égale distance des deux bases. 

Scholie. Si une ligne AD, située tout entière 
d'un même côté de la ligne OC et dans le même 
plan, fait une révolution autour de OC, la sur- 
face décrite par AD aura pour mesure AD x 

(cîrc. AO + c£nc. DC\ at^ • tir i i- 
1, ou AD X cire. IR; les lignes 

AO, DG, IK, étant des perpendiculaires abaissées 
. des extrémités et du milieu de la ligne AD sur 
l'axe OC. 

Car si on prolonge AD et OC jusqu'à leur rencontre 
mutuelle en S , il est clair que la surface décrite par 
AD est celle d'un cône tronqué dont OA et DC sont 
les rayons des bases , le cône entier ayant poqr sommet 
le point S. Donc cette surface aura la mesure men- 
tionnée. 

Cette mesure aurait toujours lieu , quand même le 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier , et aussi quand la ligne AD serait pai*allèle à 
l'axe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier 
cas DC serait nulle, dans le second DC serait égale à 
AO et à IK. 

PROPOSITION IX. 

LEMME. 

fig. a6i. Soient AB , BC , CD , plusieurs côtés successifs 
dun polygone régulier, O son centre, et CI le rayon 
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du cercle inscrit; si on suppose que la portion de po- 
lygone ÂBGD, située tout entière ePun même coté du 
diamètre FG, fasse une révolution autour de ce 
diamètre, la surface décrite par ÂQCD aura pour 
mesure MQ x cire, 01, MQ étant la hauteur de cette 
surface ou la partie de Vaxe comprise entre les 
perpendiculaires AM , DQ. 

Le point I étant milieu de AB, et lE. étant une 
peq[>eiidiculaire à Taxe abaissée du point 1, la surface 
décrite par AB aura pour mesure AB Kc/ro. lE.'*'* '8- 
Menez AX parallèle à l'axe, les triangles ABX., Q}K, 
auront les cotés perpendiculaires chacun à chacun, 
savoir 01 à AB, IK à AX, OK. à BX; donc ces 
triangles sont semblables ,et donnent la proportion 
AB : AX ou MN :: OI : IR , ou :: cire. Ol : cire. IK.; 
donc ABx cire. IRsssMNxcm?. OL Doù l'on voit 
que la surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence du cercle û^scrit. 
De même la surface déci*ite par BG , =^ NP x cire. Ql , 
la surface décrite par CD , :^ PQ x cire. 01. Donc la 
surface décrite pao* la portion de polygone ABGD , 
a pour mesure (MN + NP+PQ) xcûv. 01, ou MQ x 
circ^ OI ; donc elle est égale à sa hauteur multipliée 
par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Siv le polygone entier est d'un^nombre 
de cotés pair, et que Taxe FG passe par deux sommets 
opposés F et G , la surface entière décrite paria révo- . 
lution du demi*polygone FAGG sera égale à son axe 
FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. 
Cet axe FG sera en méme^ temps le diamètre du cercle 
circonscrit* 
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PROPOSITION X. 



THEOREME. 



La surface de la sphère' est égale à son diamètre 
multiplié par la circonférence d'un grand cercle. 

Je dis I® que le diamètre d*une sphère , multiplié par 

la circonférence de son grand cercle , ne peut mesurer 

la surface d'une sphère plus grande. Car soit , 8*il est 

fig. i63. possible , AB x cire. AC la surface de la sphère qui a 

pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone; 
et autour du diamètre MS faites tourner le demi-po- 
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura 
* 9 pour mesure MS x cire» AC * : mais MS est plus grand 
que AB; donc la surface décrite par le polygone est 
plus grande que ABxcirc. AC, et par conséquent 
plus grand que la surface de la sphère dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphère est 
plus grande que la surface décrite par le polygone , 
puisque la première enveloppe la seconde de toutes 
parts. Donc i** le diamètre d'une sphère multiplié par 
la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
la surface d'une sphère plus grande. 

Je dis 2° que ce même produit ne peut mesurer 
la surface d'une sphère plus petite. Car soit, s'il est 
possible , DE x cire. CD la surface de la sphère qui a 
pour rayon CA. On fera la même construction que 
dans le premier cas , et la surface du solide engendré 
par le polygone sera toujours égale à MS x cire. AC. 
Mais MS est plus petit que DE , et cire. AC plus petite 
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que cire. CD ; donc , par ces deux raisons , la surface 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X cire. CD , et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphère dont le rayon est AG. Or , au con- 
traire, la surface décrite par le polygone est plus grande 
que la surface de la sphère dont le rayon est AC , puis- 
que la première surface enveloppe la seconde ; donc 
2<* le diamètre d'une sphère multiplié par la circonfé« 
rence de son grand cercle ne peut mesurer la surface 
d*une sphère plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égale à son diamètre 
multiplié' par la circonférence de son grand cercle. 

Corollaire, La surface du grand cercle se mesure en 
multipliant sa circonférence par la moitié du rayon ou 
le quart du diamètre ; donc la surface de la sphère est 
quadruple de celle d^un grand cercle. 

Scholie. La surface de la sphère étant ainsi mesurée 
et comparée à des surfaces planes , il sera facile d'avoir 
ia valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la surface 
entière de la sphère. 

D'abord le fuseau dont ï'angle est A , es t à la surface 
de la sphère comme l'angle A est à quatre angles 
droits *, ou comme l'arc de grand cercle qui mesure ' 20, 7. 
l'angle A est à la circonférence de ce même grand cercle. 
Mais la surface de la sphère est égale à cette circonfé- 
rence multipliée par le diamètre ; dont la surface du 
fuseau est égale à l'arc qui mesure l'angle de ce fuseau 
multiplié par le diamètre. * 

En second lieu tout triangle sphérique est équi- 
valent à un fuseau dont l'angle est égal à la moitié de 
l'excès de la somme de ses trois . angles sur deux 
angles droits*. Soient donc P, Q, R, les arcs de '23,7. 
grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 
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gle \ soit C la circonférence d'un grand cercle , 
et D ton diamètre ; le triangle sphérique sera 
équivalent au iîiseau dont Tangle a pour mesure 

— ^ , et par conséquent sa surface sera D x 

/P^-Q+R — 4C \ 

Ainsi , dans le cas du triangle Irî-rectangle , chacun 
des arcs P , Q , B. , est égal à j G , leur somme est ^C , 
l'excès de cette somme sur ^C est |G , et la moitié de 
cet excès = gC ; donc la surface du triangle tri-rectangle 
=± ^C X D , ce qui est la huitième partie de la surface 
totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphériques suit immédiate- 
ment de celle des triangles , et d'ailleurs elle est entière- 
ment déterminée par la prop. xxiv , liv. vu , puisque 
Tunité de mesure ^ qui est le trangle tri-rectangle , vient 
d*étre évaluée en surface plane. 



PROPOSITION XI. 

THEOREME, 

« 

La surface d'une zone sphérique quelconque est 
égale à la hauteur de cette zone multipliée par la 
circonférence d'un grand cercle, 

fSg. A69. Soit EF un arc quelconque plus petit ou plus grand 
que le quart de circonférence , et soit abaissée FG per- 
pendiculaire sur le rayon £G ; je dis que la zone à une 
hase , décrite par la révolution de Tare £F autour de 
£G , aura pour mesure EG x cire. £G. 

Gar supposons d'abord que cette, zone ait une me- 
sure plus petite, et soit, s'il est possible , cette mesure 
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I 



= EGx Cire. GA. Inscrivez dans l'arc EF une portion 
de polygone régulier EMNOPF dont les cotés n'at- 
teignent pas la circonférence décrite du rayon GA, 
et abaissez GI perpendiculaire sur EM; la surface 
décrite par le polygone EMF tournant autour de EG , 
aura pour mesure EG Xc/rc. Gl *. Gette quantité est * 9. 
plus grande que "EGx cire, AG, qui, par hypothèse, 
est la mesure de la zone décrite par Tare EF. Donc la 
surface décrite par le polygone EMNOPF serait plus 
grande que la surface décrite par Tare circonscrit EF; 
or, au contraire , celte dernière surface est plus grande 
que la première , puisqu'elle Tenvéloppe de toutes 
parts; donc 1° la mesure de toute zone sphérique à une 
base ne peut être plus petite que la hauteur de cette 
zone multipliée par la circonférence d'un grand cercle. 

Je dis en second lieu que la mesure de la même zone 
ne peut être plus grande que la hauteur de cette zone 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle. Gar 
supposons qu'il s'agisse de la zone décrite par l'arc AB 
autour de AG , et soit, s'il est possible , zone AB^AD 
X cire. AG. La surface entière de la sphère , oompo 
sée des deux zones AB , BH , a pour mesure AH x 
ci/v. AG *, ou AD X cire. AG + DH x cire» AG ; si donc • »«. 
on a zone AB^AD x cire, AG, il faudra qu'on ait zone 
BH<^DH X cire* AG ; ce qui est contraire à la première 
partie déjà démontrée. Donc 2® la mesure d'une zone 
sphérique à une base ne peut être plus grande que la 
hauteur de cette zone multipliée par la circonférence 
d'un grand cercle. 

Donc eniîn toute zone sphérique à une base a pour 
mesure la hauteur de cette zone multipliée par la cir- 
conférence d'un grand cercle. 

Considérons maintenant une zone quelconque, à 
deux bases, décrite par la révolution de l'arc FH fig. 220, 
autour du diamètre DE, et soient abaissées les pcr- 
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pendiculaires FO, HQ, sur ce diamètre. La a^ne dé- 
crite par Tare FH est La différence des deux zones dé- 
crites par les arcs DH etDF; celles-ci ont pour mesures 
DQxc/rc. CD et DOxczrc. CD; donc la zone décrite 
par FH a pour mesure ( DQ^ DO ) x cire. CD ou OQ 
Xcirc. CD. 

Donc toute zone sphérique à une ou à deux bases, 
a pour mesure la hauteur de cette zone multipliée par 
la circonférence dun grand cercle. 

Corollaire. Deux zones prises dans une même sphère 
ou dans des sphères égales , sont entre elles comme 
leurs hauteurs , et une zone quelconque est à la surface 
de la sphère comme la hauteur de cette zone est au 
diamètre. 



PROPOSITION XII. 

THEOREME. 

'^ït M **' '^ triangle BAC et le rectangle BCEF de même 
base et de même hauteur tournent simultanément 
autour de la base commune BG , le solide décrit par 
ta réi^olution du triangle sera le tiers du cylindre 
décrit par la résolution du rectangle, 

«g "264. Abaissez sur l'axe la perpendiculaire AD; le cône 
décrit par le triangre ABD est le tiers du cylindre dé- 
* 5. crit par le rectangle AFBD *, de même le cône décrit 
par le triangle ADC est le tiers du cylindre, décrit par 
le rectangle ADCE ; donc la somme des deux côpes ou 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 

H >^ Si la perpendiculaire AD tombe au -dehors Ju 
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triangle, alors le solide décrit par ABC sera la diffé- 
rence des cône/ décrits par ABD et AGD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la diffé- 
rence des cylindres décrits par AFBD , AEGD. Donc le 
solide décrit par la révolution du tiûangle sera toujours 
le tiers du cylindre décrit par la révolution du rectangle 
de même base et de même hauteur. 

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pouc 

surface jrxAD; donc ^xADxBG est la mesui*e du 

cylindre décrit par BCEF , et ^ X AD x BG est celle 
du solide décrit par le triangle ABG« 



PROPOSITION XIIL 



PRPBLEM.E* 



Le triangle CAB étant supposé Jaire une réi^olu- fi». ^BSi 
tion autour de la ligne CD , menée comme on voudra 
hors du triangle par son sommet G, tromper la 
mesure du solide ainsi engendré. 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
Taxe CD en D, des points A et B abaissez sur l'axe les 
pei*pendîculaires AM , BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 
sure'*' ^TxAMxGD; le solide décrit par le triangle * la. 

— * 
CBD a pour mesure ^ttxBNxCD; donc la diffé- 
rence de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesure ^. (AM — BN } x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme» 
Du point 'I , milieu de AB , menez IK perpendiculaire 
à GDy et par le point B menez BO parallèle à CD,. 
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*7.3.on aura AM+BNssiK.'*' et AM — BNâaAO; donc, 

(AM + BN) X (AM— BN), ou AM— BNk^IKx 
* 10, 5. AO *. La mesure du solide dont il s'agit est donc ex- 
primée aussi par ^ir X IK x AO x CD. Mais si on abaisse 
CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, DCP, 
seront semblables , et donneront la proportion AO : 
CP :: AB : CD; d'où résulte AO X CD = CP x AB; 
d*ailleurs CP X AB est le double de Taire du triangle 
ABC; ainsi on a AOxCDastïABC; donc le solide 
décrit par le triangle ABC a aussi pour mesure firx 
ABCxIK, ou, ce qui est la même cbose, ABCx 
jcirc, IK ; (car cire. IKzss 2ir. IK.) Donc le solide décrit 
par la révolution du triangle ABC , a pour mesure 
taire de ce triangle multipliée par les deux tiers de la 
circonférence que décrit le point I milieu de sa hase, 

fi};. 267. Corollaire. Si le côlé ACc=: GB , la ligne CI sera 
perpendiculaire à AB , Taire ABC sera égale à AB x 
^Ci , et la solidité |t x ABC x IR deviendra f «^ x AB x 
IK X CI. Mais les triangles ABO , CIK , sont semblables 
et donnent la proportion AB : BO ou MN :: CI : IK; 
donc ABxlK=MNxCI; donc le solide décrit par le 

■ ■ ■ a 

triangle isoscèle ABC aura pour mesure |ir x MN x Cl. 

Scholie. La solution générale parait supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe; mais les résultats 
n*en seraient pas moins vrais, quand la ligne AB serait 
parallèle à l'axe* 

fig. a68. En eflfet le cylindre décrit par AMNB a pour me- 
sure T. ÀM.* MN , le cône décrit par AtM =^3r. Âm! 

CM, et le cône décrit par BCN=i=ir. ÂM* CN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisième, on aura pour le solide décrit par ABC, 

t.Am! (MN + -;CM-^CN) :et puisque CN — CM= 
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MN , cette expression se réduit à «.AM.f MN , ou f ir. 
CP.JVIN , ce qui s'accorde avec les résultais déjà trouvés. ' 



PROPOSITION XIV. 



THÉOBEME. 



Soient AB, BC, CD, plusieurs cotés successifs a^- 2(i2. 
d'un polygone régulier, O son centre, et CI le rayon 
du cercle inscrit; si on imagine que le secteur poly- 
gonal AOD , situé d'un même côté du diamètre FG , 
fasse une résolution autour de ce diamètre , le solide 

décrit aura pour mesure |« . 01 . MQ, MQ étant la 
portion de l'axe terminée par les perpendiculaires ex- 
trêmes AM, DQ. 

En efiet , puisque le polygone est régulier , tous 
.les triangles AOB , fiOC, etc., sont égaux et isoscèles. 
Or, suivant le corollaire de la proposition précé- 
dente , le solide produit par le triangle isoscèle AOB 

a pour mesure |ir . OI . MN , le solide ,décrit par le 

triangle BOG a pour mesure |ir . OI . NP , et le solide 

décrit pav le triangle COD a pour mesure l^r . Ol. 
PQ; donc la somme de ces solides, ou le solide entier 
décrit par le secteur polygonal AOD , aura pour me* 

sure |ir . OÎ' ( MN + NP + PQ) ou |« . ÔT! MQ. 



/ 
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PROPOSITION XV. 

THÉOEEME. 

Tout secteur sphérique a pour mesure la zone qui 
lui sert de base multipliée par le tiers (fu rayon, et 
la sphère entière a pour mesure sa surfoLoe multipliée 
par le tiers du rayon. 
fi^r. 969. Soit ABC le secteur circulaire qui , par sa révo- 
lutioD autour de AG, décrit le secteur sphérîque; la 
zone décrite par AB étant AD x cire. AG ou 2ir . AC. 
* 19. AD '*', je dis que le secteur sphérique aura pour me- 
sure cette zone multipliée par ^AG , ou f ir • AG • AD . 
En effet, i» supposons, s'il est possible, qbe cette 

quantité ^iç . AG • AD soit la mesure d'un secteur 
sphérique plus grand , par exemple , du secteur spfaé*- 
rique décrit par le secteur circulaire EGF semblable 
à AGB. 

Inscrivez dans Tare EF la portion de polygone 
régulier EMNF dont les côtés ne rencontrent pas 
Tare AB , imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFG tourne autour de EG en même temps que le 
secteur circulaire EGF. Soit GI le rayon du cercle 
inscrit dans le polygone, et soit abaissée FG perpen- 
diculaire sur £G. Le solide décrit par le secteur 

*j4. polygonal aura pour mesure |ip . GI . EG* : or, GI 
est plus gran.d que AG par construction , et EG est 
plus grand que AD : car , joignant AB , EF , les trian- 
gles EFG, ABD, qiii sont semblables, donnent la 
proportion EG : AD :: FG : BD :: GF : GB ; donc EG 

>AD. 

V — 2 

Par cette double raison |ir • CI . EG est plus grand 
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que ^ . GA . AD : la première expression est la me- 
sure du solide décrit par le secteur polygonal , la se- 
conde est par hypothèse celle du secteur sphérique^ 
décrit par le secteur circulaii^e ECF; donc le solicle 
décrit par le secteur polygonal serait plus grand que le 
secteur spbérique décrit par le secteur circulaire. Or, 
au contraire, le solide dont il s'agit est moindre que 
le secteur sphérique, puisqu'il y est contenu; donc 
l'hypothèse d*où on est parti ne saurait subsister ; donc 
j° la zone ou base d'un secteur sphérique multipliée 
par le tiers du rayon ne peut mesurer un secteur sphé- 
rique plus grand. 

Je dis a<> que le même produit ne peut mesurer un 
secleur sphérique plus petit. Car , soit C£F le secteur 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
sphérique donné, et supposons, s'il est possible, que 

^TT . CE . EG soit la mesure d'un secteur sphérique plus 
petit, par exemple, de celui qui provient du secteur 
circulaire ACB. 

La construction précédente restant la même, le 
solidç décrit par le secteur polygonal aura toujoui^s 

pour mesure Itt • CI . EG. Mais CI est moindre que 

CE ; donc le solide est moindre que §77 . CE . EG, qui , 
par hypothèse, est la mesure du secteur sphérique 
décrit par le secteur circulaire ACB. Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB. Or, au contraire, 
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans l'autre. 
Donc 2^ il est impossible que la zone d'un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la mesure 
d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du rayon. 
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TJd lecteur circulaire ACB peut augmenter jusqu^à 
devenir égal au demi-cercle ; alors le secteur sphérique 
décrit par sa révolution est la sphère entière. Donc la 
soluUté de la sphère est égale h sa surface multipliée 
par le tiers de son rayon* 

Corollaire. Les surfaces des sphères étant comme les 
quarrés de leurs rayons , ces surfaces multipliées par 
les rayons sont comme les cubes des rayons. Donc les 
solidités de deux sphères sont comme les cubes de 
leurs rayons, ou comme les cubes de leurs diamètres, 

Scholie, Soit R le rayon d*une sphère, sa surface 
sera 4wB.', et sa solidité ^kK"" X jR , ou j«R^. Si on ap- 
pelle D le diamètre , on aura R = ^ D , et R' = | D^ ; 
donc la soUdité s'exprimera aussi par | ir X ^ D^ , ou 



PROPOSITION XVI. 

a 

« 

THEOREME^ 

La surface de la sphère est à la surface totale du 
cylindre circonscrit ( en y comprenant ses bases ) 
comme a est à 3. Lés solidités de ces deux corps sont 
entre elles dans le même rapport. 

£5.370. Soit MPNQ le grand cercle de la. sphère, ABGD 
le quarré circonscrit ; si on fait tourner à la fois le demi«- 
cercle PMQ et le demi-quarré PADQ autour du dia- 
mètre PQ, le demi-cercle décrira la sphère, et le 
demi*quarré décrira le cylindre circonscrit à la sphère. 
La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia^nètre 
PQ , la base du cylindre est égale au grand cercle , 
puisqu'elle a pour diamètre AB égale à MN ; donc la 
*4- surface convexe du cylindre* est égale à la circonfé- 
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rence du grand cercle multipliée par soo diamètre. 
Celte mesure est la même que celle de la surface de la 
sphère * : d'où il suit que la surface de la sphère est * lo. 
égale à la surface coni^exe du cylindre circonscrii. 

Mais la surface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles ; donc la surface convexe du cylindre circonscrit 
est égale aussi i quatre grands cercles : si on y joint ïes 
deux bases qui valent deux grands cercles , la surface 
totale du cylindre circonscrit sera égale à six grands 
cercles ; donc la surface de la sphère est à la surface 
totale du cylindre circonscrit comme 4 est à 6, ou 
comme 2 est à 3. C'est le premier point qu'il s'agissait 
de démontrer. 

En second lieu, puisque la base du cylindre circon- 
scrit est égale à un grand cercle et sa hauteur au dia- 
mètre, la solidité du cylindre sera égale au^rand cercle . 
multiplié par le diamètre*. Mais la solidité de la sphère * i. 
est égale à quatre grands cercles multipliés par le tiers 
du rayon '*', ce qui revient à un grand cercle multiplié * 16. 
par ~ du rayon , ou 1 du diamètre ; donc la sphère est 
au cylindre circonscrit comme a est à 3 , et par consé- 
quent les solidités de ces deux corps sont entre elles 
comme leurs surfaces. 

SchoUe, Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphère , ce polyèdre pourra être con- 
sidéré comme composé de pyramides qui ont toutes 
pour sommet le centre de la sphère , et dont les bases 
sont les différentes faces du polyèdre. Or ,il est dair 
que toutes ces pyramides auront pour hauteur corn* 
mune le rayon de la sphère , de sorte que chaque pyra- 
mide sera égale à la face du polyèdre qui lui sert de 
base, multipliée parle tiers du rayon : donc le. polyè- 
dre entier sera égal à sa surface multipliée par le tiers 
du rayon de la sphère inscrite. 
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On volt par là que les solidilés des polyèdres circon- 
scrits à la sphère sont entre elles comme les surfaces de 
ces mêmes polyèdres. Ainsi, la propriété que nous avons 
démontrée pour le cylindre circonscrit est commune h 
une infinité d'autres corps. 

On aurait pu remarquer également que les surfaces 
des polygones circonscrits au cercle sont entre elles 
comme leurs contours. 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

fijj. «71. Le segment circulaire BMD étant supposé faire 
une réi^olution autour d'un diamètre extérieur à ce 
segment, troui^er la valeur du solide engendré. 

Abaissez sur l'axe les perpendiculaires B£ , DF ; du 
centre G menez CI perpendiculaire sur la corde BD , et 
tirez les rayons CB, CD. 

• ,5. Le solide décrit par le secteur BGA = •§ ir. CB. AE"^; 

le solide décrit par le secteur DCA= \ v. CB . AF; 
donc la difTéi'ence de ces deux solides , ou le solide dé- 
crit par le secteur DCB=| jr. CB ' (AF— AE)=|t7cb1 
EF« Mais le solide décrit par le triangle isoscèle DCB 

* «4- a pour mesure f «■. CI . EF* ; donc le solide décrit par 

le segment BMD = fir. EF, (^ CB — CI ), Or, dans le 

triangle rectangle CBI, on a CB-^I =^l"= |BD; 
donc le solide décrit par le segment BMD aura pour 

mesure | «. EF, ^ BD,' ou ^ «. Bd! EF. 

Scholie, Le solide décrit par le segment BMD est à 
la sphère qui a pour diamètre BD, commente . BD. 
EF est à Jir . Bd', ou :: EF : BD. 
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PROPOSITION XVIII. 

THEOREME. 

Tout segment de sphère, compris entre deux plans 
parallèles y a pour mesure la demi- somme de ses bases 
multipliée par sa hauteur, plus la solidité de la 
sphère dont cette même hauteur est le diamètre. 

Soient BE, DF, les rayons des bases du segment, fig. a7r. 
£F sa hauteur, de sorte que le segment soit produit 
par la révolution de lespace circulaire BMDFE autour 
de Taxe FE. Le solide décrit par le segment BMD* = ' 17. 

1^ ff • BD . £F, le tronc de cône décrit par le trapèze 

BDFE*=^w .EF.(bE + DF + BE .Df); donc le seg- •e. 
ment de sphère qui est la somme de ces deux solides = 

fïT . EF.(2 BE+îxDF + îiBE.BF + BD). Mais . en me- 
nant BO parallèle à EF , on aura DO = DF — BE , 

DO==:DF— aDF .BE+BE*, et par conséquent"BD= ' 3,9, 

BÔ + DO=Ëf'+DF— 2DFxBE + BÊ'- Mettant cette 

valeur à la place de BD dans l'expression du segment , 
et effaçant ce qui se détruit, On aura pour la solidité du 
segment, 

^ir.EF.(3BE + 3DF+¥F), 

expression qui se décompose en deux parties ; Tune 

i,.EF.(3¥Ê+3DF). ou EF . ("hMI^H) 

est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur ; 

l'autre \ n . EF représente la sphère dont EF est le 
diamètre* : donc tout segment de sphère, etc. * i5. sch. 
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Corollaire. Si Pune des bases est nulle , le segment 
dont il s*agit devient un segment sphérique i une seule 
base ; donc tout segment sphérique a une base équivaut 
à la moitié du cylindre de même base et de même kau • 
teur, plus la spHère dont cette hauteur est le diamètre, 

Scholie général. 

Soit R le rayon de la base d'un cylindre , H sa hau- 
teur ; la solidité du cylindre sera /rR' x H, ou rR' H. 

Soit R le rayon de la base d'un cône, H sa hauteur; 
la solidité du cône sera ir R> . ^ H, ou ^ irR'H. 

Soient A et B les rayons des bases d'un cône tron- 
qué , H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
i^H (A' + B»-fAB). . 

Soit R le rayon d'une sphère ; sa solidité sera | % R'. 

Soit R le rayon d'un secteur sphérique , H la hau- 
teur, de la zone qui lui sert de base ; la solidité du sec- 
teur sera f ir R'H. 

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphé- 
rique , H sa hauteur , la solidité de ce segment sera 

Si le segment sphérique n'a qu'une base P , l'autre 
étant nulle , sa solidité sera \ PH 4- ^ ir H^. 
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NOTES 

SUR LES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 



NOTE I. 

Sur quelques noms et définitions, 

VFv a introduit dan» cet ouvrage quelques expressions et défi- 
nitions nouvelles qui tendent à donner au langage géométrique 
plus d^exactitude et de précision. Nous allons rendre compte 
de ces changements , et en proposer quelques autres qui pour^ 
raient remplir plus complètement les mêmes vues. 

Dans la définition ordinaire du parallélogramme rectangle et 
du quarréf on dit que les angles de ces figures sont droits ; il 
serait plus exact de dire que leurs angles sont égaux. Car, sup- 
poser que les quatre angles d'un quadrilatère peuvent être 
droits , et même que les angles droits sont égaux entre eux , c*est 
supposer des propositions qui ont besoin d'être démontrées. On 
éviterait cet inconvénient et plusieurs autres du même genre , 
si , au lieu de placer les définitions , suivant Tusage , à la tête 
d*un livre , on les distribuait dans le courant du livre | chacune 
à la place où ce qu'elle suppose est déjà démontre. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans le même sens que 
.celui d'anglér; i*un et l'autre indiquent la manière d'être de deux 
lignes ou de deux plans qui se rencontrent, ou qui, prolongés, se 
rencontreraient. L'inclinaison de deux lignes est nulle lorsque 
Tangle est nul , c'est-à-dire lorsque les lignes sont parallèles ou 
coïncidentes. L'inclinaison est la plus grande lorsque l'aogle est 
le plus grand , ou lorsque les deux lignes font entre elles un 
angle très- obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens 
différent ; une ligne penche d'autant plus sur une autre qu'elle 
s'écarte plus de la perpendiculaire à celle-ci. 

Euclide et d'autres auteurs appeUent assez %ony:taX triangles 
égaux des triangles qui ne sont égaux qu'en surface ^ et solides 

i8 
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égaux des solides qui ne sont éganz qu*eD solidité. Il nous a paru 
.plus convenable d'appeler ces triangles ou ces solides triangles 
ou solides équivalents^ et de réserver la dénomination de trian- 
gles égaux , solides égaux , à ceux qui peuvent coïncider par la 
superposition. 

Il est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et les 
surfaces courbes deux sortes dVgalité qui sont différentes. En 
effet , deux solides , deux angles solides , deux triangles ou po- 
lygones sphériques , peuvent être égaux dans toutes leurs par- 
ties constituantes , sans néanmoins coïncider par la superposi- 
tion, n ne parait pas que cette observation ait été faite dans les 
livres d'éléments ; et cependant , faute dy avoir égard , certaines 
démonstrations fondées sur la coïncidence des figures ne sont 
pas exactes. Telles sont les démonstrations par lesquelles plu- 
sieurs auteurs prétendent prouver l'égalité des triangles sphéri- 
ques dans les mêmes cas et de la même manière que celle des 
triangles rectilignes : on en voit surtout un exemple frappant, 
lorsque Robert Simson (i), attaquant la démonstration de la 
"prop. zxyiii, liv. xi , d*£uclide , tombe lui-môme dans l'incon- 
vénient de fonder sa démonstration sur une coïncidence qui 
n'existe pas. Nous avons donc cru devoir donner un nom parti- 
■culier à cette égalité qui n'entraîne pas la coïncidence; nous 
l'avons appelée égalité par sjrmétrie ; et les figures qui sont dans 
'ce cas, nous les appelons figures symétriques, ^ 

Ainsi les dénominations de figures égales , figures sjrméerï" 
ques, ûguves équivalentes, se rapportent à des choses différentes, 
et ne doivent pas être confondues en une seule dénomination. 

Dans les propositions qui concernent les polygones, les angles 
solides et les polyèdres , nous avons exclu formellement ceux 
qui auraient des angles rentrants. Car,, outre qu'il convient de 
se borner dans les éléments aux figures les plus simples, si cette 
exclusion n'avait pas lieu , certaines propositions ou ne seraient 
pas vraies , ou auraient besoin de modification. Nous nous som- 
mes donc réduit à la considération des lignes et des surfaces 
que nous appelons convexes, et qui sont telles qu'une ligne droite 
ne peut les couper en plus de deux points. 

Nous avons employé assez fréquemment l'expression produit 
de deux ou d'un plus grand nombre de lignes; par où nous enten- 
dons le produit des nom})res qui représentent ces lignes, en les 

(i) Yoyes l'ouvrage de cet aalcur, intitule : Euclidis Ehmentorum /i- 
hri sex, etc, Qlasguat, 1756. 
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ëvaiaaut d'après une unité linéaire prise à volonté. Le sens de 
ce mot e'tant ainsi fixé , il n'y a aucane difficulté à en faire usage. 
On entendrait de même ce t^ue signifie le produit d*une surface 
par une ligne; d^une surface par un solide, etc. ï il suffit d'avoir 
établi une fois pour toutes que ces produits sont ou doivent être 
conside'rës comme des produits de nombres , chacun de TespèCe 
qui lui convient. Ainsi le produit d'une surface par un solide 
n'est autre chose que le produit d'un nombre d'unités superfi- 
cielles par un nombre d'unités solides. 
'-Souvent, dans le discours, on se sert du mot angle pour dési- 
gner le point situé à son sommet : cette expression est vicieuse. 
Il serait plus clair et plus exact de désigner par un nom parti- 
culier, tel que celui de sommets, les points situés aux sommets 
des angles d'un polygone et d'un polyèdre. C'est ainsi qu'on 
doit entendre la dénomination de sommets (Vun polygone et d'un 
poly-èdre dont nous avons fait usage. 

Nous avons suivi la définition ordinaire àesjlgares rectilîgnes 
semblables ; mais nous observerons qu'elle contient trois conr- 
ditions superflues. Car, pour construire un polygone dont le 
nombre des côtés est n , il faut d'abord connaître un côté, et 
ensuite avoir la position des sommets des angles situés hors de 
ce côté. Or, le nombre de ces angles est n — !2, et la position de 
chaque sommet exige deux données; d'où il suit que le nombre 
total des données nécessaires pour construire un polygone de n 
côtés est 1 •4' an — 4 9 ^'U ^^ '"' ^* Mais dans le polygone seip- 
blable il y a un côté à volonté ; ainsi le nombre de conditions 
pour qu'un polygone soit semblable à un polygone donné , est 
^ ail'— 4- ^^9 ^^ définition ordinaire exige, lo que les angles, 
soient égaux chacun à chacun , ce qui fait n conditions ; 20 que 
les côtés homologues soient proportionnels , ce qui fait it — i 
conditions. Il y a donc en tout a/t— i conditions, ce qui fait 
trois de trop.' Pour obvier à cet inconvénient , on pourrait dé > 
composer la définition en deux autres, de cette manière : 

i<> Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont deux angles 
égaux chacun è chacun, 

a» Deux polygones sont semblables lorsqu'on peut former 
dans l'un et dans l'autre un même nombre de triangles sembla- 
bles chacun à chacun et semblablement disposés. 

Mais, pour que cette dernière définition ne contienne pas 
elle-même de conditions superflues , il faut que lé nombre des 
triangles soit égal au nombre des côtés du polygone moins deux ; 



%y6 NOTB I. 

ce qui peat avoir lîcu tle deux manières. On peut mcaer de 
deux angles homologues des diagonales aux angles opposés, 
alors tous les triangles formés dans chaque polygone auront un 
sommet commun , et leur somme sera égale au polygone ; ou 
bien, on peut supposer que tous les triangles formés dans un 
polygone, ont pour base commune un côté du polygone, et pour 
sommets ceux des différents angles opposés à cette base. Dans 
l'un ou Tautre cas le nombre des triangles formés de part et 
d*autre étant n^a, les conditions de leur similitude seront 
au nombre de ais — 4; et la 4éfinition ne contiendra rien de su> 
perflu. Cette nouvelle définition étant posée , l'ancienne devien- 
dra un théorème qu'on pourra démontrer immédiatemenL 

Si la définition des -6|;ures rectilignes semblables est impar- 
faite dans les livres d'éléments, celle des solide$ Dofjrèdres sent' 
blabies Test encore bien davantage. Dans £uclide , cette défi- 
nition dépend d'un théorème non démontré; dans d'autves 
auteurs elle a Tinconvénient d'être fort redondante. Noos avons 
donc rejeté ces définitions des solides semblables , et nous leur 
en avons substitué une fondée sur les principes qde nous valons 
d'exposer. Mais , comme il y a beaucoup d'autres observations 
à faire à ce sujet, nous y reviendrons dans une note particulière. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être regar- 
dée comme un théorème; celle de Virtclinmitonde deux plans a 
besoin aussi d'être justifiée par un raisonnement; plusieurs au- 
tres sont dans le même cas. C'est pourquoi , en conservant ces 
définitions suivant l'ancien usage, nous avons eu soin de ren- 
voyer aux propositions. où elles sont démontrées; quelquefois 
nous nous sommes contentés d'y ajouter un éclaircissement 
succinct. 

Jj' angle formé par la rencontre de deux pians , et l'angle so- 
lide fortaè par la rencontre de plusieurs plans en un même point) 
sont des grandeurs, chacune de son espèce, auxquelles il serait 
peut-être bon de donner des noms particuliers. Sans cela il est 
difficile d*éviter l'obscurité et les circonlocutions lorsqu'on parle 
de Tarrangement des plans qui composent la surface d'un 
polyèdre. £t comme la théorie de ces solides a été peu cultivée 
jusqu'à présent, il y a moins d'inconv entent à y introduire des 
expressions nouvelles, si elles sont réclamées par la nature des 
choses. 

Je proposerais d'appeler coiVi l'angle formé par deux plans; 
Varéte om faite du coin serait Tintersecl ion commune des deux 
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plans. Le coin se désignerait par quatre lettres dont les deax 
moyennes repondraient à l'arête. Alors un coin droit serait 
Pangle formé par deux plans perpendiculaires entre eux. Quatre 
coins droits rempliraient tout Tespace angulaire splide autour 
d*une ligne donnée. Cette nouvelle dénomination n*empéchcrait 
pas que le cpin n'eût toujours pour mesure Tangle forme par les 
deux perpendiculaires menées dans chacun des plans à un même 
point de l'arête ou intersection commune. 
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Sur la démonstration de la proposition XIX , Iw. /, 
et de quelques autres propositions fondamentales de 
la géométrie, 

La démonstration que nous donnons dans le texte de la pro- 
position XIX, est peut-être la plus simple et la plus directe qu*on 
puisse trouver dans le genre purement élémentaire ; nous espé- 
rons qu'elle sera accueillie par les amateurs da l'exactitude 
géométrique et qu'elle fera enGn disparaître des éléments Tim- 
perfection à laquelle la théorie des parallèles a été sujette jusqu'à 
présent. 

Nous saisirons cette occasion de faire quelques nouvelles re- 
marques sur la démonstration que nous avions donnée de la 
même proposition, dans la 3°^" édition de cet ouvrage, publiée 
on 1800, et dans les éditions suivantes ]usqu''à la 8m< inclusive- 
ment; il est nécessaire pour cela de rappeler en peu de mots le 
principe sur lequel cette démonstration était fondée. 

Nous avons prouvé d'abord d'une manière rigoureuse que la 
somme des angles d'un triangle ne peut être plus grande que 
deux angles droits, proposition qui sépare tout d'un coup par 
une différence essentielle , les triangles rectilignes des triangles 
sphériques. Cette première partie étant établie il restait à prou- 
ver que la somme des angles ne peut être plus petite que deux 
angles droits; or , comme l'excès des trois angles sur deux angles 
droits , qui a lieu dans les triangles ftphériques 9 e»t proportioa- 
xfcel à l'aire du tii^ngle j de même le déficit ^ s'il y en avait un 
dans les triangles rcctiUgnes, serait proportionnel à Taire du 
triangle. Dès lors il est aise de voir que si-oi» réussit à construire, 
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d*aprèt an triangle don né 9 un autre triangle dana lequel le trian- 
gle donné, soit contenu au moins m fois , le déficit de ce nouyeaii 
triangle égaiera au moins m Cois le déficit du triangle donné, de 
sorte que la somme des angles du grand triangle diminuera pro- 
gressivement à mesure que m augmente , jusqu'à devenir nulle 
ou négative. Résultat absurde et qui prouve que la somme des 
angles d'un triangle ne peut être moindre que deux angles 
droits. 

Prenant ponr guide ce principe de démonstration , qui est 
infaillible, nous avons fait voir que toute Ja difficulté se rédui- 
sait à' construire un triangle qui contint au moins deux, fois le 
triangle donné ; mais la solution que nous avons donnée de ce 
problème, en apparence très-simple , su[^ose que par un point 
donné dans un angle moindre que deux tiers d^angle droit, on 
peut toujours faire passer une ligne droite qui rencontre à-la- 
fois les deux côtés de l'angle. 

Nous avions ainsi beaucoup approché de notre but , mais 
nous ne Savions pas atteint entièrement, puisque notre dé- 
monstration dépendait d^un postulatum qui à toujte force 
pouvait être nié (1). C'est celte considération qui nous a fait 
revenir, dans la ^' édition , à la simple marche d'Euclide , en 
renvoyant aux notes pour la démonstration rigoureuse. 

En examinant les choses avec plus d'attention nous sommes 
resté convaincu que, pour démontrer complètement notre 
postulatum, il falls^it déduire delà définition de la ligne droite 
une propriété caractéristique de cette ligne qui exclût toute 
ressemblance avec la forme d^une hyperbole comprise entre ses 
deux asymptotes. Voici quel est à cet égard le résultat de nos 
recherches, 
ftg. 274. Soit BAC un angle dorme, et M un point donné au dedans de 
c^t angU ; dit^isez f angle BAC en deux également par la droite 
AD et du point M menez MP perpendiculaire sur AD : je di^ 

(i) On voit, dans un article du Philosophical magazine, de mars iSaa.^^ 
<^u'un savant géomètre a essayé de perfectionner celte démonstration et, 
de la rendre indépendante de tout postulatum ; mais la construction 
employée pour démontrer la seconde partie consiste à mener d*ttn point 
donné différentes droites à tous les sommets d'une ligne qu*on doit con- 
sidérer comme polygonale » pour raisonner dans IHiypotlièse de celui qnî 
nie la proposition : or , la convexité de cette ligne , si elle avait lieu , ne 
permettrait pat de coatiimer indéfiniment la construction de l'auteur» 
comme il le faudrait pour Texaclitude de sa démojislratioi^. 
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911^ Id droite MP prolongée dans un sen$ et dan» Vautre, ren- 
contrera nécessairement les deux côtés de l'angle BAC. 

Cm- sr elle rencontre un des côtés de cet angle, elle rencon- 
trera l'autre, tout étant égal des deux côtes k partir du point 
P ; si elle ne rencontrait pas un côte', elle ne veneontrerait pas 
Vautre par la môme raison; ainsi, dans ce dernier cas elle- 
devrait être renfermée tout entière dans Tespace compris entre 
lea côtes de l'angle BAC; or, il répugne à la nature de laiigne 
droite ^*une telle ligne, indé6uiiment prolongée, puisse être 
renfermée dans an angle» 

En effet, toute ligne droite AB tracée sur un plan, et in- fig. ijSi 
definiment prolongée dans les deux sens, divise ce plan en 
deux parties qui étant superposées coïncident dans touto 
leur étendue et sont parfaitement égales. I«a partie AMB du 
plan total, située d'un côté de AB, est égale en tout à la 
partie AM'B située de Tautre côté; car si Von prend un point 
fixe G sur la droite AB, tout autre point M de la partie AME 
sera de'termine' par la distance CM et Jl'angle ACM; prenant 
donc de Tautre côté un angle ACM' = ACM, et une distance 
CM'=CM, il est évident que les points M et M' auront la 
même situation dans les deux parties du plan , et que ces deux 
parties étant superposées ,' les points M et M' se confondront 
en un seuL 

Supposons maintenant, s*il est possible, qu'une ligne droite 
indéfinie XT soit renfermée tout entière dans un espace angu- 
laire quelconque, par exemple, dans Tangle BCM, elle ne 
pourra que diviser en deux parties égales ou inégales la partie 
du plan comprise dans Tangle BCM; cette partie a sa corres- 
pondante BCM' située de Tautre côté de BC ; mais comme outre 
ces deux parties égales du pbn , il y en a deux autres renfer- 
mées dans les angles égaux ACM , ACM', on voit que Tespace 
angulaire BCM n'est pas la moitié de tout le plan; donc la 
ligne droite XT qu'on suppose partager en deux portions 
l'espace BCM, ne pourra partager qu'en deux parties inégales 
la totalité du plan , ce qui est contraire à la nature de la ligne 
droite. 

Par ce principe très-simple, non-seulement le postulation, 
qui empêchait notre démonstration d'être rigoureuse , se trouva 
démontré, mais on peut aussi démontrer immédiatement le 
postulatum d'Euclide, Ce postulatum se réduit aisément, comme 
on sait, au cas où l'une des droites AC étant perpendiculaire fig. s76. 
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à ABy Vainïté droite BD fait vwee AB un «ngle ABD moindre 
qu'an droit. Il a*agit donc de prouver qoe dans ce caa BD p^<^> 
loBfëe doit rencontrer AC. 

£n effet, cela n'ëUnt pas en prolongeant AC vers C^et 
fmaant Tangie ABO'ssABD, la droite CC' serait compriae 
tout CBlière dans Tangle DDiy moindre que deux droits , ee 
quKest impossible. 

Nous laissons atix g^bmètnt à décider n eette de'monstratÎ4Ni 
ne mériterait pas d'étreadmîse dans les éléments, de préférence 
à toute* autre, pour rétablir la marebe d^Buelide devenoe 
entièrement rigoureuse par 1» suppression de son postuiaUMn. 
. Nova nous proposona maintenant de faire Toir qu*on peut 
employer Tanalyse arec beaneonp d^avantage , pour démonlrer 
rigoureusement la proposition XIX et les autres propositiona 
fondamentales de la géométrie. C'est ee que nous allons déve- 
lopper avec tont le détail nécessaire, en commençant par le 
tbéoréme sur la somme dea trois angles du triangle. 

On démontre immédiatement par la superposition, et sans 
aucune proposition pi'éUminaîre que deux tritmglei sent égaux^ 
iorÊftiil» ont im câiéégatadjacentià deux angles égaux i^aeun 
à ekutun. Appelo^ns p le cété dont il s'agît, A et B les deux 
angles adjacente, C le troisième angle. Il hatt dont qiie Tangle 
C soit entièrement déterminé, lorsqu'on connaît les angles 
A et B, avec le cdté ^; car , si plusieurs angles C pouvaient 
correspondre aux trois données A , B , /», il j aurait autant de 
triangles difiërents qui auraient un cAté égal adjacent à denx 
anglea égaux , ce qui est impossible : donc fangle C doit être 
une fonction déterminée ées trois quantités A, B, /^/^ ee que 
j'exprime ainsi , €s=^:(A, B , p). 

Sait rangle droit égal à INinkê, alors les angles A,B,C, 
scvent des nombres compris entre o et 2 ; et puisque X^ = 
f 'i^9 B, p), je dis que là ligne /» ne doit point entrer dans la 
fonetioQ jH En ef^t,.on a vu que C doit être entièrement dé- 
terminé par les seules données A, fi ,;>, sans autre angle ni 
ligne quelconque, mais la ligne p est hétérogène avec les 
nombres A, B, C; et si on avait une équation quelconque 
ei»lre A, B, C, p, on en pourrait tirer la valeur de p en 
A , B, e j d'oà il résulterait qtie p est égal à un nombre, ce 
qui est absurde î donc p ne peut entrer dans la fonction f, et 
on a simplement Caa^: (A,B).... (r) 

(i) Oii a objecte contre cette dc'monslralion que , si elle était appliquée , 
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Cette formule prouve déjà que , si deux angles d*uD triangle 
sont égaux à deux angles d'un autre triangle , le troisième doit 
être égal au troisième; et, eela pose', il est facile de parvenir 
au lliëeréme que nous avons en vue. 

Soit d^abord ABC un triangle rectangle en A; du point A fig. 109. 
abaisaei AD perpendiculaire sur Fhypotenuse. Les angles B et 
D du triangle ABD sont égaux' aux angles B et A du triangle 
BAC; donc, suivant ce qu'on vient de de'montrer , le troisième 
BAD est e'gal au troisième C. Par la même raison l'angle DAC 
= B, doncBAD+DAC, ou BAC = B4-C:or Tangte BAC est 
droit: donc les deux angles aigus d'un triangta rectangU^ pris 
ensemble , valent un angle droit. ■ 

Soit ensuite BAC un triangfe quelconque et BC un côté fig. us. 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si de 
Tangle oppose' A on abaisse la perpendiculaire AD sur BC, 
cette perpendiculaire tombera auMledans du triangle ABC, ei 
le partagera en deux triangles rectangles BAD, DAC : or, dans* 
le triangle rectangle BAD, les deux angles BAD, ABD, valent 
ensemble un angle droit; dans le triangle rectangle DAC, les 
deux angles DAC , ACD , yalent aussi un angle droit. Done les 
quatre réunis , ou seulement les trois BAC, ABC , ACB, valent 
eutembie deux angles droits^ donc dans tout triangU la somme 
de» trois angles est égale à deux angles droits» 

On Toit par-là que ce théorème, considéré a priori, ne 
dépend point d'un enchainenAenl de propositions, et qu'il se 
déduit immédiatement du principe de rbomogéneité ; principe 
qui doit avoir lieu dans toute relation entre des quantités quel- 
conques. Mais poursuivons, et faisons voir qu'on peut tirer de 

mot pour root , aux triangles sphériques , il en résulterait que deux aaglc's 
connus suffisent pour tléterminer le troisième , ce <fui n*a pas lieu dans ces 
sorte» ée triwsglec. La réponse est quet clans les triangles »plicriqucs, if y 
a un éléncot de plus qoe datas les trisuiglcs p]«ns» «t eel «léinent est le 
rayon de la sphère doni on ne doit pas faire abstracikM». Soit donc r le 
rayon > alors au Usa dViroir Cz=zf {A, B, /i), ou auxa G=f (A, B»/i» r)* 



on 



seulement G=f [ A , B, - K en rerlu de H loi des homogèoes. Or , 



puisque le rapport - «st un nombre, ainsr qnc A« B» G, rien nempécbe 



r 



que ~ ne se trouve dans la fonclion ?» et alors on n*cn peut plus con- 
dure C==:f(A, B). 
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la même sonree let autres théorèmes fondamentaux de la 
géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci -dessus, et 
appelons de plus m le côté opposé à Tangle A , et n le côté 
opposé il Tangle B. La quantité m doit être entièrement déter- 
minée par les seules quantités A, B^p; donc m est une fonction 

Ml 

de A, Bj p, et — en est une aussi^ de sorte qu^on peut faire 

WÊfÊ WÊÊ 

— =s^ ; (A, B9 p). Mais-^est un nombre, ainsi que A et B ; donc 
F F 

la fonction ^ ne doit point contenir la ligne /^^ et on a simple- 

WÊÊ 

ment — =:^ : (A, B), on m=:^ ^: (A, B). On a donc semblable- 

ment n=pt^\ (B, A). 

Soit maintenant un autre triangle formé arec le» mêmes 
angles A, B, G, auxquels soient opposés les côtés m', n', p', res- 
pectivement. Puisque A et B ne changent pas, on aura dans ce 
nouveau triangle m^ =ip* ^ (A, B), et n'z=^p' ^ : (B, A). Donc 
mi mf îin: n^ :: p î p\ Donc, dans Us triangles équiangUs, les 
eàtés opposés aux angles égaux sont proportionnels. 

De cette proposition générale on déduit comme cas particulier 
celle que nous avons supposée dans le texte, pour la démonstra- 
tion de la proposition XX. En effet, les triangles AF6, A ML 
ont deux angles égaux, chacun à chacun, savoir, Pangle A com- 
mun, et un angle droit. Donc ces triangles sont équiangles ; 
donc on a la proportion AF : AL :: AG : AM, au moyen de la- 
quelle la proposition XX est ^pleinement démontrée. * 

La proposition du quarré de l'hypoténuse est, comme on sait, 
une suite de celle des triangles équiangles. Voilà donc trois 
propositions fondamentales de la. géométrie, celle des trois an- 
gles d'un triangle, celle des triangles équiangles , et celle du 
quarré de Thypoténuse, qui se déduisent très-simplement et 
très-immédiatement de la considération des fonctions. On peut 
parla même voie démontrer très -succinctement les propositions 
concernant les figures semblables et les solides semjilables. 

Soit ABCD un polygone quelconque; ayant choisi un côté AB, 
comme base, formez autant de triangles ABC, ABD, etc., sur 
cette base, qu'il y a d'angles C, D, £, etc., au-dehors. Soit la 
base AB=^ soient A et Blés deux angles du triangle ABC adja- 
cents au côté AB ; soient A' et B' les deux angles du triangle ABD 
adjacents au même côté AB, et ainsi de suite. La figure ABCDE 
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sera eDtiéremeiit déterminée, si on connaît le 96iép ayec les 
angles A, B, A', B', A", B", etc., et le nombre des données sera 
en tout an —-3, n> étant le nombre des côtés do poljrgone. Cel» 
posé, un côté ou une ligne quelconque x, menée Vîomme on vou- 
dra dans le poljgone, avec les seules données qui constituent 

ce poljgone, sera une fonction de ces données : et comme - 

P 

dMtétreuB nombre, on pourra sopposer-=^ : (A, B, A',B',etc.y, 

ou x=p tjf : (A, B, A', B^, etc.), et la fonction ip ne contiendra 

point p. Si, avec les mêmes angles A, B^ A% B', etc., et un autre 

càiép', on forme un second polygone, on aura pour la ligne jc'^ 

correspondante ou homologue à x , la valeur x' = /»' ^ : 

(A, B, A', B', etc.) ; donc xix^ i-.pi p\ On peut défiuir les Ogures 

ainsi construites, /7^urei semblables; donc dans les figures semr 

blables les lignes homologues sont proportionnelles. Ainsi, non* 

seulement les côtés homologues, les diagonales homologues, 

mais les lignes terminées de la même manière dans les deux 

figures, sont entre elles comme deux autres lignes homologues 

quelconques. ^ 

Appelons S la surface du premier polygone, cette surface est 

S 
homogène au quarrép*; il faut donc que— soit un -nombre qui 

ne contienne que le^ angles A , B , A', B' , etc., de sorte qu^on 
aura S = fi^ ^ : ( A , B, A' , B' , etc. ). Par la même raison , si 
S' est la surface du second polygone , ,on aura S' =zp'* ^i 
(A, B, A', B', etc.). Donc S : S'':: p* : p'* ; donc les surfaces des 
Jigures' semblables sont entre elles comme les quarrés êtes céêés 
homologues. 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer qu^ine 
face est déterminée au moyen d!un côté connu p et de plusieurs 
angles A, B, C, etc. Ensuite les sommets des angles solides, hors 
de cette base, seront déterminés chacun par le moyen de trois 
données/qu^on peut regarder comme autant d^angles ; de sorte que 
la détermination entière du polyèdre dépend d'un côté p, et de 
plusieurs angles A, B, C, etc., dont le nombre varie suivant la 
nature du polyèdre. Cela posé, unelignequi joint deux sommets, 
ou, plus généralement, toute ligne x menée d*une manière dé- 
terminée dans le polyèdre, avec les seules données qui constituent 
ce solide, sera une fonction des données /^^ A, B, G, etc.;. et 

X X 

comme - doit être un nombre, la fonction égale à - ne contien- 
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dra qiie les anglet A, B, C, etc., et on pourra supposer jr==p ^ : 
(A, By C, etc.). La surface du solide est homologue à /»* ; ainsi , 
celte surface pevl se représenter par/»*^: (A, B, G, etc. ); sa 
solidité est homogène à p^y et peut se représenter par p' n ! 
(A, B, C9 etc.), les fonctions désignées par f et n étant indé- 
pendantes de /». 

Supposons qu^on construise un second solide avec les mêmes 
angles A, B, G, etc., et on côté;»' différent de p : nous appelle* 
rons les solides ainsi construits solides semblables; et, cela 
posé, la ligne qui était pf : (A , B, G^ etc.), ou simplement ^^ f» 
dans un solide sera p' f dans un autre ; la surface qui était p* ^ 
dans Tun BCTBp'* ^ dans Tautre, et enfin la solidité qui était p"^ \\ 
dans Pun sera p'^ n dans l'autre. Donc, i^» dans les solides sem- 
blables les côtés ou lignes homologues sont piyjportionnels ; 
a« leurs surfaces sont comme les quafrés des côtés homologues; 
S^* leurs solidités sont comme les cubes de ces mêmes côtés. 

Les mêmes principes s'appliquent aisément au cercle. Soit c la 
circonférence et s la surface du cercle dont le rayon est r; puis- 

qu*il ne peut y avoir deux .cercles inégaux décrits du même 

« 
.es 

rayon, les quantités 7.^^^ doirent être des fonctions délermi. 

nées de r : mais, comme cea quantités sont des nombres, ellea 

ne doivent point contenir dans leur expression la ligne r; ainsi 

c s 

on aura -=?«e,.et-T = ^9 " ^^ étant des nombres constants. 
r r" 

Soit & la circonférence et s' la- surface d^un autre cercle dont le 

c' s' 

r»yon est 1^; on aura donc aussi -7 = «, et p^ =f. Donc 

c : c' : : r : i**, et s : 5' :: r" ; /•'» ; donc les circonférences des cercles 
sont comme les rayons, et leurs surfaces comme les quarrés des 
rayons. 

Considérons un secteur dont r soit le rayon et A l'angle au 
centre ; soit x Parc qui termine le secteur, el^ la surface de ce 
même secteur. Puisque le secteur est entièrement déterminé 
lorsqu'on connaît r^t A, il faut que x et 7- soient des fonctions 

déterminées de f* et de A, donc - et ^ sont anssi de pareilles 

r r* "^ 

fonctions. Mais - est un nombre, ainsi que «^î donc ces quan- 
tités ne doivent point contenir r, et elles sont simplement fonc- 
tioos de A , de sorte qu'on aura -= y : A, ct^=^: A. Soient 
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X? tiy l'arc et la «urfisicé d'un autre secteur dont Vangle est A 
et le rajon r'; nous appellerons ces deux secteurs secteurs 
semhlahUs; et puisque Pangle A est égal de part et d'autre, on ' 

aura -^= f : A , et ^ =-^ : A. Donc x : 3/ :: r: r', et^ ly-r, r* : r^* ; 

donc les arcs semblables ou Us arcs des secteurs semblables sont 
proportionnels aux rajrons, et les secteurs eux'^némes sont pro* 
portionnels aux qua^rés des rayons» ' 

Il est clair qo*on prouverait, de là même manière^ que les 
sphères sont comme les cubes de leurs rayons. 

On suppose, dans tout' ee qui précède, que les surfaces ae me- 
surent par le produit de deux lignes, et les solidités par le pro^ 
duit de trois; c*est ce qu'il est facile de démontrer aussi par voie 
d*analjrse. Considérons un rectangle dont les dimensions sont 
p et q, et sa surface qui est une fonction de p et ^ , représen- 
tons-la par f : (p^ q). Si on considère un autre rectangle dont 
les dimensions sont p-k-p' et ^ , il est clair que ce rectangle est 
composé de deux autres, Tun qui a pour dimensions'fi et q^ 
l'autre qui a pour dimensions p' et q; de sorte qu'on aura 

f •• (P+/, ^)*= f''(p»9)-\rf'(p', q)' 
Soit p^^=^p, on aura ^ (a /»» 9) c= a ^ (p, ^. Soit p' zsz 11 p, on 
aura f (^p,q)i=f (p, q) +f (a;>, f/)=3 f (p^q). Soit 
p' = ^p, on aura » (4 ;>, ^) = y (p, q) + f (3,;> 7) = 4f (p,y). 
Donc en général , si k est un nombre entier quelconque , on 

aura f(kp,q)^kf{p, q) ou lifjjl^tSlLlLÎL, Il résulte de 

p kp 

II1 que ^ ^ est une telle fonction de p, qu'elle ne change pas 

en mettant à la place de p un multiple quelconque kp. Donc 
cette fonction est indépendante de p^ et ne doit renfermer que 

q^ Mais par une raison semblable ^^-^-^ doit être indépendante 

de qs donc ^ ^ ne renferme ni p xï\ q, et ainsi cette quan- 
tité doit se rédiiire à une constante «. Donc on aura f(pq)z=: 
9cpq; et comme rien n'empêche de prendre «=1, on aura 
f (p,q)z=^p q; ainsi la surface. d'un rectangle est égale au pro- 
duit de ses deux dimensions. 

On' démontrerait, d*une manière absolument semblable, que 
la solidité d'un'parallélipipède rectangle dont les dimensions 
9onïp, q, r, est égale au produit p qrde ses trois dimensions. 
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Noas observerons 9 au reste^ que la considération des foni> 
Uons, qui fournit ainsi une démonstration très-simple des pro- 
positions fondamentales de la Géométrie, a déjà été employée 
arec succès pour la démonstration des principes fondamentaux 
de la Mécanique. Voyez les Mémoires de Turin, tome II. 

Enfin , quoique la théorie précédente soit établie sur les fon- 
dements les plus solides, nous ne devons pas dissimuler qu'elle 
a été attaquée par M. Leslie, célèbre professeur d'Edimbourg , 
dans ses élémens de géométrie, a»« et 3>b« éditions ; mais sans 
entrer dans aucun détail à ce sujet, il nous suffira de dire que 
les objections de M. Leriie ont été pleinement réfutées, d'abord 
par M. Play£iir, son compatriote, dans VÉdimharg Beuiew, 
tome XX, et ensuite par M. Maurice, de TAcadémie des sciences 
de Paris, dans la Bibliothèque universelle de Genève, octobre 
1819. Oi^ peut voir aussi la discussion de ces mêmes objections, 
dans rédition anglaise de nos Éléments , donnée par BC David 
Brewster, Edimbourg 183a. 

NOTE m. 

Sur l'approximation de la proposition XVI y 

livre If^, 

Dès qu'on a trouvé un rayon excédant et un déficient qui s'ac- 
cordent dans les premiers chiffres, on peut achever le calcul 
d'une manière trés-prompte par le moyen d'une formule algé- 
brique. 

Soit a le rayon déficient et h l'excédant, dont la diffé- 
rence est petite; soient al et h' les rayons suivants qui s'en 

déduisent par les forinules ft' = ^ «6, a' = ^/T a. j. 

Ce que l'on cherche, c'est le dernier terme de la suite a, a' , 
a", etc., qui est en même temps celui de la suite 6, b', b", etc. 
Appelons ce dernier terme x, et soit 6= a ( i + «•) ; on pourra 
supposer x-=:a (i-fP«» + Qw' + etc), P et Q étant des coeffi- 
cients indéterminés. Or les valeurs de b' et al donnent 

ô' = fl(i + iti»-^Ia)*+etc.)î 

a'r=fl (i+itu» — JL^a+etc). 

£t si on fait pareillement b' ziza' (i+ui'), on aura 

a»' =ic» — A Cl»* etc. 

4 5« 
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Mais la valeur de jr doit être la même, soit qae la suite.a^ a'^ 
a", etc., commence par a oà par a'; donc on aura 

a(i4-Pa> + Qû»» + etc.) = a' (i + P a»' + Q &»'» + etc.) 
Substituant dans cette équation les valeurs de a' et de ot»' en a 
et (i>, et comparant les termes semblables, on en déduira P=i., 
et Q= — -i- ; doup 

^ Si les rayons a et & s'accordent dans la première moitié de leurs 
chiffres, on pourra rejeter le terme (»', et la valeur précédente 

se réduira àx = a (i+ia>)=a -j 3— . Ainsi, en faisant 

s ô 

a=i, 1282657, et 6=1) 1286063, on en déduira imme'diatement 
ar=i, 128379Ï. 

Si les rayons a et & ne s'accordent que dans le premier tiers de 
leurs chiffres, il faudra prendre les trois termes de la formule 
précédente; ainsi en faisant a=i, 1265689 et &=i, i3aoi49^(m 
trouvera ar=i, 1 283791. 

On pourrait supposer que atth sont encore moins près Tun 
de l'autre ; mais alors il faudrait calculer la valeur de x avec un 
plus grand nombre de termes. 

L^approximation de la prop. XlV, qui est de Jacques Gregory, 
est susceptible de semblables abrégés. Nous renvoyons à Touo 
yrage de cet auteur, intitulé : Vera circuit et hjrperbolœ qna- 
dratura, ouvrage d'un grand mérite pour le temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Oà Von démontre que le rapport de la circonférence 
au diamètre et son quarré, sont des nombres irra- 
tionnels. 

Considérons la suite infinie 

1 + - + ^- ; r- T ; h etc. 

Z 2 Z.Z-\-l 2.3 2.Z + I.Z+^2 

dont le terme général est 



1.2. 3. ..R z.Z'\-i,z-{-2....(z-\-n — 1\ 
et supposons que ^ : z en représente la somme. Si on met z + > 
à la place de z , ^ : (z + 1) sera pareillement la somme de la suite 
a i a* I > a^ 

^Z + I^2 Z+I.Z + 2^2.3 Z+I.S+2.Z + 3^ 
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Retranchons ces den soiles/teriiie à terme , l'ane de Tautre, et 
nous aurons ^ts — «»:(< + i) povr la somme du reste qui sera 

_î— +— ^— + 1 "' I cu. 

Mais ce reste peut être mis sous la forme 

777+. • <• + rh + 5rF^T+ 3 + «*«•'' 

,et alors il se réduit à r* f'l^'¥ ^)' Donc on aura généra- 

lement 

Divisons cette équation par f : (z + i), et , pour simplifier le ré- 
sultat, aoît ^ : z une nouTelle fonction de z , telle qne 

j>!z=:~- ^'* 7". ' ; alors on pourra mettre — ; — au lieu de 
^ » f:{z) * ^ z^iz 

— f- - — r, et ^ — ■ — -^-^ — !— ' an heu de •*— 7 — \ — r • La aub- 

stitution faite , on aura 

a . 
é iz :=: ■ « 

Mais en mettant successivement dans cette équation z + i , 
z + a, etc. , à la place de z^ il en résultera 

Donc la valeur de ^ : z peut s*ezprimer par la fraction continue: 

^^ ^^z-|-a-|-ctc. 
Réciproquement cette fraction continue, prolongée à Tinfini, 
a pour somme f : z^ ou son égale - * ^'^ , ; et cette somme, 

* . • z , w l z 

développée en suites ordinaires, est 

i + -^-î 1-^- — ; j — -j-etc. 
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Soit maintenant 2=^, la fraction continue deviendra 

* 5 -J- etc. 

dans laqaelle les numérateurs, excepté le premier, sont tous 
égaux à 4 Af et les deDominatéurs forment la suite des nombres 
impairs i,3,5,7, etc. La valeur de cette fraction continue 
peut donc aussi s'exprimer par 

X +T-5H a / g H 5 h etc. 

' a. 3 ' a. 3. 4. 5 ' 2.3. .7 ' 

Mais ces suites se rapportent à des formules connues , et on sait 
qu*en représentant par e le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est I , Texpression précédente se réduit à 

al/a — ïy '' V^'^' ^® fiorle qu^on aura en général 

1 

De là résultent deux formules principales selon que a est positif 
ou négatif^ Soit d*abord 4 <> = ^9 on aura 



a» — X 
e — e 



- . *• 



Soit ensuite 4 a = — a;*^ et en vertu de la formule connue 
.. ,. =aL/— 1> taftg. g.on aura ^ 

tang. x= 1 — -5- X* 

7 —etc. 

Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démonstraT 
tion. Mais il faut , avaut tout , démontrer les deux lemmes sui- 
vants. 

»9 
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Lbmmb I« Soie uneJraeUon eoiUùwe prolongée à l'infini , 

m , 

w + -r I " 

" "T" „" 4, etc, 

Jnn$ laquelle tous les nombres m,n, m', n', etc., sont des entiers 
poiiti/s ou né§ati/i; si on suppose que les fractions composantes 
m m' m" 

™, —7, ^'jT' , etc. , soient toutes plus petites que l'unité , je dis 
n n n 

que la valeur totale de la fraction continue sera nécessairement 
un nombre irrationnel. 

D*abord, je dis que cette valeur sera p]as petite que runité. 
En effet, sans diminuer la généralité' de la fraction continue, 
•n peut supposer tous les dénominateurs n, n',.n'\ etc., posi- 
tifs ; or , si on prend an seul terme de la suite proposée, on aura, 

ptr hjfpolhèstty — ^ 1 . Si on prend les deux premiers , à cause 

m' m' 

de -7 < I , il est clair que n + ~7 ®*' P'"* grand qu.c » — i : 

mais m est plus petit que n; et, puisqu'ils sont Tun et Tautre 

m' 
des entiers, m sera anssi plus petit que n -] — 7. Donc la valeur 

^i résulte des deux termes 

m , 

' n' 

est plus petite qne l'unité'. Calculons trois termes de la fraction 
continue proposée; et d^abord, suivant ce qu*on vient de voir, 
la valeur de la partie 

■ 

sera plus petite que Tunitë. Appelons cette valeur o», et il est 
clair qiM - ^^ i sera encore plua petite que Tunité : donc la 
valeur qui résulte des trois termes 



#/ 



B + , m 

eet pkM petite que l'unité. Gontinaant le oiéme reisonne- 
■lenty ett verra que, quel que ^oit le nombre de ternes 
qu'on eèlcttle de la fraction continue proposée, la valeur 
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' qui en résulte est plus petite que Tunitë ; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à l'infini, est aussi plus 
petite que Tunite'. Elle ne pourrait être égale à Tunité que dans 
le seul cas où la fraction proposée serait de la forme 



m' „ 






m"+i — etc. 

dans tout autre cas elle sera pins petite. 

Cela posé, si on nie que la valeur de la fraction continue 
proposée soit égale à un nombre irrationnel, supposons 
qu^elle est égale à un nombre rationnel , et soit ce nombre 

j- , B et A étant des entiers quelconques; on aura donc 

B m 

A n +-^ ^ m" 

n'' + etc. 



— T 1 "• 



Soient C, D, £, etc. des indéterminées telles qu^on ait 



Cm ,f 



m 



B /i' +-7? . m 



//' 



n" + 



»'" 4- etc. 



n^'-^ryn- . ««*" 



et ainsi à Tinfim. Ces différentes fractions continues ayant tous 
leurs termes plus petits que Tnnité, leurs valeurs on sommes 

R C D E 

1- » -5 » /^ 1 ri » «*«î seront plus petites que Tunité, suivant^ ce 
A B C D 

qui vient d'être démontré , et ainsi on aura B < A , C < B ^ 

D < C , etc. ; d'où l'on voit que la suite A , B , C , D , E^ etc., 

est décroissante à Tinfinî. Mais Tenchainement des fractions 

continues dont il -s'agit donné 

Ç = —C; d'où résulte C = i»A — «B, 
A n+g' 

Ç = ^1- D : d'où résulte D = m' B — n' C , 
B n'+^ 

^== J^ E; d'où résulte E = mf'C-/ï"D, 
C n"+g' 

etc. ^♦<^- 
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Et puisque les deux premiers nombres Â et B sont entiers par 
hypotlièse, il s'ensuit que tous les autres C, D, £, etc. , qui 
jusqu'à ce -moment étaient indéterminés, sont aussi des nom- 
bres entiers: Or , il implique contradiction qu'une suite infinie 
A, B, C, D, E, etc., soit à-la-fois décroissante et composée 
de nombres entiers; car d^ailleurs aucun des nombres A, B, C, 
D, £9 etc., ne peut être ze'ro, puisque la fraction continue 
proposée s^ëleod à l'infini , et qu'ainsi les sommes représen- 
tées par j- , t: , p 9 etc., doivent toujours être quelque chose. 
Donc l'hypothèse, que la somme de la fraction continue pro- 
posée est égale à une quantité rationnelle -^ , ne saurait 

* 

subsister; donc cette somme est nécessairement un nombre 

irrationnel. 

Lbmiu II. Les mêmes choses étant posées , si les /raclions 

m m m «, 

-composantes-^ -/, —77, etc»f sont tf une grandeur guelcon- 

<fue au commencement de la suite; mais qu'après un certain 
intervalle, elles soient constamment plus petites que' l'unité; 
je dis que la fraction continue proposée , en supposant toujours 
qu*elle s'étende à ^infini, aura une valeur irrationnelle, 

m'" 
Car, si à compter de -jpT/y P^^ exemple 9 toutes les frac- 
tions —j^j — j;j — j etc., à rinfiai, sont plus petites que 
l'unilé 9 alors , suivant le lemme I , la fraction continue 

m'" , 

^ /»▼ 4» etc. 

aura une valeur irrationnelle. Appelons cette valeur ea, et là 
fraction continue proposée .deviendra 



m 

— m' 



Mais si on fait successivement 






»" + « '«' + «' — ' /i + w' 

il est clair que, w étant irrationnelle, toutes les quantités 
(I)', to", (i>'", doiyent Tôlre pareillement. Or, la dernière u/" 
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est égale à la fraction continiie proposée; donc la Tftlear de 
ceUe-ci est irrlitionnélle. 

Nous pouvons maintenant, pour reyenir à notre sujet, dé- 
montrer cette proposition générale. 



THEOREME** 



Si un arc est commensurable avec le rayon , $a tangente sera- 
incommensurable awec le même rayon. 

En effet , soit le rayon == i , et Tare x =; — , m et. n étant des 

nombres entiers, la formule trouvée ci-dessus donnera, en 
faitont la substitution , ^ 

m' m 
tanff. - = — m* * 

3» — =- jw» 

an 

7/1 — etc. 

Or, cette fraction' continue, est dans le cas du lemmell; cajp 
il est clair que les dénominateurs 3n, Sn, j n, etc., augmen-- 
tant continuellement, tandis que le numérateur m' reste do 
la même grandeur , les fractions composantes seront on devien- 
dront bientôt plus petites que Tunité, donc la valeur de 

tang. — est irrationnelle; donc, si tare est commensurable 

avec le rayon y sa tangente sera incommensurable» 

De là résulte, comme conséquence très-immédiate, la- 
proposition qui fait Tobjet de cette note. Soit « la demi- 
circonférence dont le rayon est i ; si c était rationnel , Tare 

j léserait aussi, et par conséquent sa tangente devrait être 

irrationnelle : mais on sait, au contraire, que la tangente de 

l'arc j est égale au rayon 1 ; donc * ne peut être rationnel.. 

Donc le rapport de la circonférence au diamètre est un nombre 
irrationnel {i). 

Il est probable que le nombre c n*est pas même compris dans 
les irrationnelles algébriques, c'est-à-dire, qu'il ne peut être 
la racine d'une équation algébrique d*un nombre fini de- 
termes dont les coefficients sont rationnels : mab il parait très- 

(i) Cette proposition a été démontrée pour la première fois par Lambert^. 
dans Icf Mémoires de Berlin , année 1761. 
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difficile de démonirer rigoureusement celte propotition ; nom 
pouvons seulement faire voir que le quarré de c est encore un 
noml)i'e irrationnel. 
En eflet , si dans la fraction continue qui exprime tang. x, 
• on fait x=:c, à cause de tang. r=o , on doit avoir 

5 — — «• 

' 9 — etc. 

Mais si c* était rationnel , et qu'on eût c* = —, m et n étant des 

entiers , il en résulterait 

- m 

3 =H- m 

7 — — m 

' on s- 

^ II— etc. 

Or , il est visible que cette fraction continue est encore dans le 
cas du lemme II, sa valeur est donc irrationnelle , et ne saurait 
être égale au nombre 3. Donc/e quarré du rapport de la cir* 
'confhtnce au diamètre , est un nombre irrationnel. 

NOTE V. 

Oà l'on donne la solution analytique de dit^ers 
problèmes concernant le triangle , le quadrilatère 
inscrit t le parallélipipède et la pyramide triangu- 

- laire, 

PROBLEME PREMIER. 

Étant donnée le$ trois côtés d'un triangle , trouver sa sur^ 
faee^ U rayon du cercle inscrit et le rajron du cercle circonscrit. 
fig. ia6. Soient les côtés BO=a, AC = b, AB = c; si du som- 
met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le côté oppose' 

•m,» BC, on aura* Ac'=ÂB + BC*— aBC X BD ; donc BD = 

«• + ca — ftï 



aa 



* — » *■ 

. Cette valeur donne AB — BD ou AD = c> 



_ ^a' 4- c> - b'y^i ^. ç. - ( g. + ç. - 6. ) . . ^^^^ ^^ 

= el[ifli!nifl±f!.=±)l]. Soit s l'.ire du triangle, on 
aura S=iBCxAD; donc 
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Cette formule peut encore se réduire à ufie autre forme plus 
commode pour le calcul logarithmiifue ; pour cela il faut obser-. 
Vtr que la quantité /^ a* c*^^ {a^-^-c* — b*)* est le produit des 
deux facteurs a ac + (a* + «■ "^ ^*) et a ac — (a» 4. c» — b*) j le 
premier s= (a + c)* — 5* =2 (a + c + 5) (a -}" ^ ~- ^) » ïe second 
= 0* — (a — c)*=:(ft-|-a — c) (6 — a + c); donc on aura 
S = i|/ [{a + 6+c)(fl+ô— c) (a+c — ô) (b+c-^a), 

£t '4-* & "^C 

Enfin si on fait ■ ■ =^^^ ee qui donne a-f'^'f*^*^^/'» 

a-^b — c=aa^— ac, a-("^ — b^z^p-^^^b, & -f- c->-<-izss:a y?*^! a, 
on aura encore plus simplement 

S^^(p.p — a , p ->- b , p — c). 
D*ou Ton yoit que. pour avoir la surface d*un triangle dont les 
trois céte's sont donnés, il faut prendre la demi>somme des trois 
côtés , de cette demi-somme retrancher successivement cbacun 
des côtés, ce qui donnera trois restes, multiplier ces trois restes 
entre eux et par la demi-somme des côtés , et enfin eitraire la 
racine quarrée du produit : cette racine sera Taire du triangle. 
Soient maintenant z le rayon du cercle circonscrit au triangle» 
et tt le rayon du cercle iuscrit dans ce même triangle | on aura 
suivant la prop. xxxii, liv. m , 

z = -^-= — et u = ' ' . - — r— ss - : donc en substituant la valeur 
5, a + ft «4- c p . 

trouvée de S , il viendra 

-a.p-b.p-cy"-y\^ p y» 



V(pp 



A 



PROBLEME II. 



Etant donnés les, quatre côtés <tun quadrilatère inscrit, troU" 
ver le rayon du cercle, la surface du quadrilatère et ses angles. 

Soient les côtés donnés AB s= â^ BCss b, CD s=3 c, DA = d, t%. isS. 
et les diagonales inconnues AC tszx, BD s=:/*, on aura, sui- 
vant Je théor. 33 , liv m , r;^ = «c + fct/ et -= , 7" ji 
d'où Ton tire 

— \ //^ (^^+^^ (ad+bc )\ % / / (ac+bd) {ab+'ed) \ 

"^""VV ab+cd y'*^'~V V ad+bc ) 

Mais , suivant le problème précédent , le rayon du cercle cir- 
conscrit au triangle ABC, dont les côtés sont a, b, x, peut 

s'exprimer par la formule «=— -7 . . . 
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Substituant au lieu de x la valeur qa*on vient de trouver et dé- 
composant le résultat en facteurs, on aura 

_m /r {ac-\'bd) [ad-^-hc) (aJ-f-crf) T 

^w-^, -,., « ^ g.w ^ — , celle du trîan- 

gle ADG = ^— *-^; donc l'aire du quadrilatère ABCD = 

(ah 4* ed) x 

Et il on fait , pour abréger 9 !> = i (« 4* & 4" ^ 'l' ^} ' ^'^ ^*^''^ 
l'aire ABCD = |/ (;?— a .p-^h , p ^^c .p — d). Enfin pour 
avoir Tun des angles, «par exemple, l'angle B, on obser- 
va 1 T . If* __ X* 

vera qne le triangle ABC donne cos B =: ■ "^ — ; 

substituant la valeur de x et réduisant , on aura cos B r=r 

"^ — i"n T^~' *^ " ®** *»re — r -^, on tang.9 i B 

:àab'{'2cd s -|" cos B » s 

-'(a + 6)»—(c-i/)» (a + 6 + c — ci)(a + A + É/^c)*^®°^ 



-'"^•i»=v-C-Eff^)- 
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fig* 377* J[>ans /e quadrilatère ABDC dont les angles opposés B ef C 
sont droits, étant donnés les deux côtés AB , AC, avec t angle 
compris BAC, trouver les deux autres côtés et la diagonale AD. 

Soit AC == h, AB = c, et l'angle BAC s= A ; si Ton prolonge 
BD et AC jusqu^à leur rencontre en £, le triangle BAE rectan- 
gle en B 9 où Ton connaît Tangle BAE et le côté AB, donnera 

AE = —^ 9 donc CE = — ^ — b. Ensuite le triangle DCE 
cos A cos A 

rectangle en C, où l'on connaît le côté CE et l'angle CDE = A, 

c ~~~ b cos A. 

donnera CD =CE cot A = : — ^— . On aura donc sembla- 

6in A 

blement BD = : — ; — . Ce sont le» valeurs des deux d^tcs 

810 A 

cherchés du quadrilalèrc. 



NOTE T. agy 

De là rësalte la diagonale AD == (/ ( AC 4« DC ) = 

V ( *' + ^ :— ï— )• I = A ^- ^*" P**^ 

▼ \ sin A / 8in A 

le triangle BAC on aurait BG =\/ {b^-^-c^ ^^:khecos A). 
Donc la diagonale AD , qui joint les deux angles obliques , est à 
la diagonale BG qui joint les deux angles droits :: i : sin A. 

SehoUe, La diagonale AD est en même temps le diamètre du 
cercle dans lequel le quadrilatère ABDC serait inscrit. 

Dans ce cercle on aurait Tangle ABG = ADG , donc en abais- 
sant GF perpendiculaire sur AB, les triangles BFC , ADG, sont 
semblables et donnent AD : BG :! AC : FG :: i : sin A ; ce qui 
s^accorde avec le résultat précédent. 

P&OBLEMB lY. 

JEtant données les trois arêtes d'un parallélipipède avec les 
angles qu' elles Jbnt entre elles, trouver la solidité du paralléli- 
pipède. 

Soient les arêtes SA T=if, SB =^^ SC = h, et les angles ilg* »7^- 
compris ASB = y, ASG = € , BSG = «. Si du point G on abaisse 
GO perpendiculaire sur le plan ASB , le triangle rectangle GSO 
donnera GO — GS sin GSO = h sin GSO. 0*ailleurs la surface 
du parallélogramme ASBP s^y^sin y. Donc si on appelle S la 
solidité du parallélipipède SX , on aura S =^à sin 0e sin GSO. 
Il reste à trouver sin GSO. 

Pour cela, du point S comme centre et d'un rajon =: i , dé- 
crivez une surface sphérique qXii rencontre en D,*E,F, G, les 
droites SA , SB , SG, SO ; vous aurez un triangle DEF dans le- 
quel Tare FG est perpendiculaire sur £D , puisque le plan GSO 
est perpendiculaire sur ASB. Or le triangle D£F , où Ton a* les 

trois côtés DE=y, DF=^,EF=:«, donne cosE=:î'''*^~''"' * ^^' ^ 



Sinasiuy 

- . «1/(1 — cos» « — cos* 6 — cos* V + a cos « cos Ç cos y) 
et sin Jb "^ ■ . » 

sm « siQ y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin GSO 
E= sin £ sin £F=sin « sin E. Donc S==/J^^ sin « sin y sin £, ou 
S ^=Jgh \/{t — cos* 0e — cos« 6 — cos» y -f* a cos « cos 6 cos y). 
Dans cette expression la quantité sous le radical est le pro- 
duit des deux facteurs sin « sin y -{- cos S — cos « cos y et 
sin u sin y — cos é'-l-cosK cos y. Le premier = cos ff— cos («+•/) . 

= a sin *^ ' ^ sin * '"^"" , le secondes cos (« — y) — cos ^ 
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= a sin -X- i sîn ^J ; donc la «oUditë cherchée 

0=2^^ \/ I sm sin : sin -1-i — sia -II--. 1. 

▼ La a a a J 

fboblÊme V. 

Les mêmes choses étant données que dans le problème précé- 
dent , trouver l'expression de la diagonale gui Joint deux som- 
mets opposés, 

% a??* Soit la diagonale de la base SP=z et la diagonale cherchée 

ST=ii;le triangle ASP dans lequel cos SAP= — cos y, donnera 

** =y^ +5*+ 2/§r cos y; pareillement le triangle TSP dans lequel 

cosTPS=:— cosCSP, donnera H»=z»+A«+a^2cosCSP. Il ne 

s'agit plus que d'avoir le cosinus de Tangle CSP ou de l'arc FH : 

or, dans le triangle sphérique EFH, on a cos FH =:cos EF cosEH 

+ sin EF sin EH cos E ; substituant les valeurs EF = « et 

^^^ t? ^^^ ^ — cos « cos y ., . , -,„ „„ 

cos, u, = : : L il viendra cos FH = cos« cos EH 

8in«siny 

j_ "» EH - 8in EH cos € , sin (y- EH) . cos « 

H : (cos e— cos «cos y) = ; ï- it— ; i 

sin y * '' siny ^ sin y 

sînEHcos^-f-sinDHcos«. ^ , „„ , ^ ^ 

= -' . Donc aAs cos FH, ou ahz cos CSP 

sin y ' 

— oAn..-r 2 sin EH zsinDH „ , , , ,. , 

=a/i cos S, — -T- J- aA cos«. — : . Mais dans le triangle 

sin y sin y 

R<5P n« » PDl- SPsinBSP ^ -,_ SP sîn BPS 

^^ ^" * ^^= sinSBP ^^ ^^= sinSÉP > ^^ *»«" ^^°'^^ 

g cin E H ^ 2 sin DH _ ^ ^^^ 

— T- — ==Aet — : = ff. Donc aA« cos CSP s a/% cos ^ 

sin y •' sin y '^ •' 

+ ^g'A cos «. Donc enfin le quarré de la diagonale cherchée : 
• tt» =ya + é'^ + A» + a^ cos y + ifhco8€+ ngh cos «. 
Corollaire. L'angle solide A est forme par les arêtes y; g, hj 

faisant entre elles deux à deux les angles aoo»-— y, aoo® Ç,«; 

ainsi il suffit de changer les signes de cos y et cos € dans Texpres- 
sion de SE pour avoir celle de AM. Faisant de même pour les 
deux autres diagonales , on aura les valeurs de leurs quarrés 
comme il suit : 

■a 

ST=y^ +g« + A*4- a/^co8y+ a/%cos €+!igh cos « 

AM ==/» ^g»^h* — a^cosy — a/% cos 6+ 2§h cos ce 

BlV==:/« + ^'^ + A» — a/gr cos y + 3/% cos ^ — a^yA cos « 

CP=/» + §2 + A> + a/gr cosy — a/3^ cos ^ — a^A cos « 
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De ià on lire ST + AM + BN + CP = 4^ + 4^ + 4^». Donc, 
dant tout parallélipipède , la somme de$ quairéâ des quatre 
diagonales est égale à la sçmme des quarrés des douze arêtes. 
Ce tbeoréme remarquable et analogne à celui qui a lieu dans le ^ 
'parallélogramme ♦, pourrait se déduire immédiatement de ce *Jj.^ ' 
dernier. Car au moyen des parallélogrammes SCTP, ABMN, on a 

"ST + CF= aSC + aSR ' 

ÂM + BN = aÏÏM + aÂB.' 
Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SCsaBM et 
SP + ÂB = aSi + aSB ' il viendra ST + Am"+ BN + CP = 
4sr+ 4SB + 4SC.* 

PROBLEME VI. 

Étant données les trois arêtes qui aboutissent à un même som- 
met d'une pyramide triangulaire , et les trois angles que ces 
arêtes forment entre elles, trout^er la solidité de la pyramide. 

Soit SABC la pyramide triangulaire proposée , dans laquelle fig. 178 
on connaît les arêtes SA =y^ SB = ^, SC = h, et les angles com- 
pris ASB=:y, ASC = f, BSC =s «. Si ^r les arêtes SA, SB, SC, 
données de grandeur et de position ^ on décrit le parallélipipéde 
ST, la pyramide qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC 
sera le sixième du parallélipipéde ST. Donc en appelant P la 
solidité de la pyramide, ou aura, d'après le probl. iv, 

P = ^Jgh J/( I — cos" « — cos« € — cosa y -j-a cos M cos € cos y) 
ou P = \jgii l/rsin -^ — !-^8in — ! sin — i-i — sin -^-î J- 

PROBLEME VU. « 

Étant donnés les six côtés ou arêtes d'une pyramide triangu* 
laire, trouver sa solidité. 

Si Ton conserve les mêmes dénominations que dans le pro- ft^j. ajB 

blême précédent, et qu'on fasse de plus BC^s^fj CA=^, 

f* JLe^„^ h'* ■ f^A- h* *'* 

BA = V, on aura cos y=:<-— Ls- , cos 6= r ^ ^, , 

cos « = 2-- i -— :i — . / 

2gh 

Substituant ces valeurs dans la formule trouvée, el faisant pour 



3oO NOTE T. 

on aara la solidité demandée 

Dans rapplication de ces formules on observera qae>y^^ ^, h', 
désignent les côtés d'une même face ou base, eif^gy h, les trois 
autres arêtes, qui aboutissent au sommet., leur disposition étant 
telle quey"est opposée ày^, g^g^ eïhhiV, 

Scholie, Soit A la somme des quatre triangles qui composent 
la surface de la pyramide , soit r le rayon de la sphère inscrite ; 
il est aisé de voir qu'on aP^AX^^'*/ c^^ on peut concevoir 
la pyramide décomposée en quatre autres, qui auraient pour 
sommet commun le centre de la sphère , et pour bases , les dif- 
férentes faces de la pyramide. On a donc le rayon de la sphère 
3P 

inscrite r= -r- 
A 
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Les mimes choies^ étant données que dans le prohlême FI 
trouver le rayon de la sphère circonscrite à la pyramide, 

fig* 979* Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB, MO 
la perpendiculaire menée par le point M sur le plan SAB ; soit 
pareillement N le centre du cercle circonscrît au triangle SAC, 
NO la perpendiculaire élevée par le point N sur le plan SAC. 
Ces deux perpendiculaires situées dans un même plan MDN per- 
pendiculaire à SA , se rencontreront en un point O qui sera le 
centre de la sphère circonscrite; car le' point O., comme appar- 
tenant à la perpendiculaire MO , est à égale distance des trois 
points S, B, A; et ce même point , comme appartenant à la per- 
pendiculaire NO, est à égale distance des trois points S, A, C ; 
donc il est à égale distance des quatre points S, A, B, C. 

On peut imaginer que le point M est déterminé dans le plan 
SAB, au moyen du quadrilatère SDMH, dont les deux angles D 
et H sont droits , et où Pon a SD = \f, SH = i ^, et ASB = y. 

■^ ^ s ~-~ i /*COS V 
Donc on aura (d'après le problème m)*, DM= ^-2 — ^ L^ 

semblablement on aura DN = ' .^ 

sin € 

Appelons D Pangle MDN qui mesure l'inclinaison des deux 
plans SAB, SAC ; dans le triangle sphérique dont «, ^, y» sont les 
côtés, D sera l'angle opposé au côté «, et ainsi on aura cos D s= 
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C08 « — COS y C08 ^ , , ,. , «. 

: . , de sorte que 1 angle D peut être suppose 

•connu. 

. Cela pesé', dans le quadrilatère OMDN dont les deux angles 
M et N sont droits , et où Ton connaît les deux côtés MD , DN, 
et Tangle compris MDN=D, on aura par le problême m, le 

quarré de la diagonale OD = ^^^Z ZL — __5 ^ . 

^ sm' D • 

Ensuite dans le triangle OSD rectangle en D, on aura SO = 

OD -j- SD : c'est la valeur du quarré du rayon de la sphère cir^ 
eonscrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de DM , DN , et ensuite 
celle des valeurs de cos D et de sin D, afin d'avoir immédiate- 
méat Texpression du rajron SO, par le moyen des données du 
problème vi , on trouvera pour résultat : 



SO 



Îy» sin' «+^* sin» €-\^h* sin» y — a/ç (cosy-^cosé cos «.) \ 
— ^fh (cos g — cos ae cos y) — a,i^^(co8 àf — COS y cos g)^ \ 
1 — cos» et — cos» S — cos" y 4- acoa ec COB tfcos y ) 



NOTE VI. 

Sur la plus courte distance de deux droites non 

situées dans le même plan. 

Soient AB,CD, deux droites données, non situées dans le Rg. aSo. 
même plan, dont il's*agit de trouver la plus courte distance. 

Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires entre 
eux qui rencontrent CD Tun en C, l'autre en D j des points C 
et D abaissez CA et DE perpendiculaires sur AB ; dans le plan 
ABD menez DE parallèle et AE perpendiculaire à BA , ce qui 
formera le rectangle ABDE ; dans le plan CAE joignez CE et 
menez AI perpendiculaire à CE; enfin dans le plan CDE menez 
IK parallèle à DE jusqu'à la rencontre de CD en K, faites AL 
s= IK et joignez KL ; je dis, i» que la droite KL est perpendi- 
culaire à-la-fois' aux deux droites données AB, CD; o? que 
cette ' même droite KL est plus courte que toute autre qui 
joindrait deux points des lignes AB, CD, et qu'ainsi KL^ ou 
son égale AI, est la plus courte distance demandée. 

En effet , i** les trois droites AB , AC , AE, étant par con- 
struction perpendiculaires entre elles, l'une d'elles AB est per- 
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pendicuUire aa plan des deux autres ; donc AB est perpendi- 
culaire à AI; d'ailleurs Kl est parallèle à DE, et DE à AB, 
donc Kl est parallèle à AB, et puisqu'on a fait AL = KI, il 
8*ensuit que la figure AIKL est.un rectangle. Cela posé, Tangle 
AIK est droit ainsi que AIC , donc la droite AI est -perpendicu- 
laire au plan KIC ou CDE; donc sa parallèle KL est perpendi- 
culaire au même plan CDE, et par conséquent est perpendicu- 
laif^ à CD. Donc, i» la droite KL est perpendiculaire à-b-foîs 
aux deux droites AB , CD. 

ao Soit M un point quelconque de la droite CD ; si par ce 
point on mène MN parallèle à DE on à AB , la distance du point 
M à la droite AB sera égale à AN , puisque Tangle BAN est droit. 
Or, on a AN^AI; donc AI est la plus courte distance des 
lignes données AB , CD. 

Soient les perpendiculaires CA = a;, et DB = AE = (, 

on aura CE=|/ (a* 4* ^')9 et parce que Taire du triangle 

ACE s'exprime également par i AC X AE et par ^ CE X AI, 

. .- ACXEA ab /.. . „ 

on aura AI= — ^ = y « a. A» \ ' Tex pression 

de la plus courte distance des lignes données. 

Si en même temps on fait la distance AB=:c^ et quV>n 
appelle A Tangle compris entre les deux lignes données , 
c'est-à-dire l'angle CDE, compris entre la ligne CD et une 
parallèle DE à la ligne AB , le triangle CDE rectangle en E 

donnera cos CDE=:7r=r. ou cos A = 



CE' "" ^^' "-"V/(««+6a+c-)' 
car on a CD = CÊ+ÊD=a« + J» + c*. De là on tirerait 
aussi sin A = ,/. ' , T" , \. et cot A =-7- --7-. 



NOTE VII. 
«Sur les polyèdres symétriques. 

C'est pour plus de simplicité que nous avons supposé dans la 
déf. 16, liv. .VI,* que le plan auquel les polyèdres symétriques 
sont rapportes ^ est le plan d'une face : on* pourrait supposer 
que ce plan est un plan quelconque, et alors la définition de- 
viendrait plus générale , sans qu'il y eût rien à changer à la 
démonstration de la propos. 11, par laquelle nous avons établi 
les relations mutuelles des deux polyèdres. On peut aussi 
prendre une idée très-juste de \d manière d'être de ces deux 
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solides , en regardant Tun de* deux comme Timage de Tautre 
formée dans un miroir plan , lequel tiendra lieu du pVan dont 
nous venons de parler. 



NOTE VIII. 
- Sur la proposition XX f^^ lii^re VII - 

Ce théorème, qu*£u]er a démontré le premier dans les Mé- 
moires de Pétersbourg, année 1768, offre plusieurs conséquences 
^ui méritent d'être développées. 

10 Soit a le nombre des triangles, h le nombre des quadrila- 
tères , c le nombre des pentagones, etc., qui composent 
la surface d*un polyèdre; le nombre total des faces sera 
«+ *+c4- £/-l-etc., et le nombre total de leurs côtés sera 

3a»f-4^4*^^~h^^'4'^^^' ^^ dernier nombre est double de 
celui des arêtes, puisque la même arête appartient à deux 
faces; ainsi on aura 

H = a -f< 6 -|~ ^ "f" ^4* ^^<^* 
aA = 3a -|^ 4^ "H ^^ 4" ^^"1" c^^« 

Et puisque , sufyant le théorème dont il s*agit , S -(- H = A -{- 2 9 
on en tire 

Une première remarque que fournissent ces valeurs, c'est que 
le nombre des faces impaires a -]-c -}"e -^etc, cet toujours 
pair. 

On peut faire pour abréger ei>=:6-]*ac4-3i/4* ^tc, et alors 
on aura 

A=i=lH+i«, 

Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A >> | H , et S > q+t''» 

où il faut observer que le signe ^ n*exclut pas Tégalité, attendu 

qu'on pourrait avoir m^o. 

Le nombre de tous les angles plans du polyèdre est a A, 

ceini des angles solides est S , de sorte que le nombre moyen 

a A 
des angles plans qui forment chaque angle solide , est -n 

Ce nombre ne peut être moindre que 3 , puisqu'il faut au 
moins trois angles plans pour former un angle solide ; ainsi on 
doit avoir a A ^ 3 S , le signev> n*excluant pas régalite. Si on 
met au lien de A et S leurs valeurs en H et <>> , on aura 3 H 4* 
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M ^ 6 -f* ? H 4* 7^9 ^^ 3 H ^ ia4-«* Remeitanl les yaleurt 
de H et tt en a 9 6 9 c , etc., il en résultera 

3« + 2 * +* > *^ + * + ^y"+ ^ Ô^ + ^'^•' 
d^où Ton voit qae a,b, c, ne peuvent pas être zéro à-la-fois, et 
qu'ainsi il n'existe aucun poljèdre dont toutes les feces aient 
plus de cinq côte's. 

Puisqu'on a H^4~f"i^9 '^ substitution dans les valeurs 
de S et de A donnera S>4 + |«»j et A>6-J-«- Mais ct 
même temps on a «••<^3H — la ; et de là il résulte S <^ aH — 4* 
et A<^3H — 6, où l'on se souviendra que les signes^ et 
^ n^excluent pas Tégalité. Ces limites ont lieu généralement 
dans tous les polyèdres. 

a^ Supposons aA^4^> ^^ ?*** convient à une infinité de 
polyèdres , et iY>mmément à ceux dont tous les angles solides 
sont formés de quatre plans ou plus, on aura dans ce cas H^ 
8 -(-»9 ouy en faisant la substitution ^ 

fl > 8 -}- c + a^Z-f- 3e -f- etc. 

Donc il faut que le solide ait au moins buit faces triangu- 
laires ; la limites H^ 8 -f-00 donne S^ 64-Q» 9 et A ^ la 4* ao». 
Mais on a eu même temps ox^Q — 8; ,et de là résulte S^H 
-.a,A<aH-4. 

30 Supposons aA^5S, ce qui renferme entre autres po- 
lyèdres ceux dont tous les angles solides sont au moins quintit- 
ples , il en résultera H ^ ao -}* 3 00 , ou 

a >• 20 + 2 J -f- 5c -f- 8</4" *'^* 

Et on aura en même temps S^ia-}-^»* ^^ A^3o4-5w; 
enfin de ce que a><^^(H — ao), on- tire les limites S ^ 
i{H-a),A<f{H-a). 

On ne peut supposer aA=6S; car on a en général a A4* 
aw 4" ia = 6S; donc il n'y a aucun polyèdre dont tous les an- 
gles solides soient formés de six angles plans ou plus ; et en effet 
la moindre valeur qu'aurait cbaque angle plan, l'un portant 
l'autre, serait l'angle d'un triangle équilaléral, et six de ces 
angles feraient quatre angles droits, ce qui est trop grand pour 
un angle solide. 

4** Considérons un polyèdre dont toutes les faces soient 
triangulaires, on aura 00 = 0, ce qui donnera A = 711, et 
S = a 4* a H. S upposons en outre que tous les angles solides 
du polyèdre soient en partie quintuples, en partie sextuples ; 
soit p le nombre des angles solides quintuples, q celui des sex- 
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titplesyon aura Sssp^g, et ^Az=z5p + 6q, ce qui donne 
6S — aA == jEi .* mais on a d'ailleurs A s=.| H, et 8== a + 7 H ; 
donc |i=6S — aAr=ia. Donc si un pofjrèdre a toutes ses 
faces triangulaires, et qus ses angies solides soient en partie 
quintuples i en partie sextuples , les angles solides quintuples 
seront toujours au nombre de la. Les sextuples peuvent être en 
nombre quelconque : ainsi , en laissant q indéterminé , on aura 
dans tous ces solides Ss=ia + 9, H=ao+ a^, A s: 3o -f- 3ç. 

Nous terminerions ces applications par la recherche du nom« 
bre de conditions ou données nécessaires pour déterminer un 
polyèdre; question intéressante, et qu'il ne parait pas qu*on ait 
encore résolue. 

Supposons d'abord que le polyèdre soit d*une espèce déter- 
minée , c!est-à-dire qu'on connaisse le nombre de ses faces , le 
nombre de leurs côte's individuellement , et leur disposition les 
unes à l'égard des autres. On connaît donc les nombres H, S, A, 
ainsi que a^ h, c, d, etc. ; il ne s'agit plus que d*ayoir le nombre 
de. données effectives, lignes ou ailles, par le moyen desquelle 
le polyèdre peut être construit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous prendrons 
pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés ; il faudra an — 3 
données pour déterminer cette base. Les angles solides hors de 
la base sont au nombre de S — n ; le sommet de chaque angle 
exige trois données pour sa détermination ; ainsi la position de 
S — n sommets exigerait 3S—- 3 /i données, auxquelles ajoutant 
les a /i — 3 de la base , on aurait en tout 3 S ^- 11 — 3. Mais ce 
- nombre est en général trop grand, il doit être diminué du nom* 
bre de conditions nécessaires pour que les sommets qui répon- 
dent à une même face soient dans un même plan. Nous avons 
appelé n le nombre de côtés de la base, appelons de même 1/, 
nf', etc., les nombres de côtés des autres faces. Trois points dé- 
terminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de plus que 3 dans 
chacun des nombres n', ni' , etc., donnera autant de conditions 
pour que les différents sommets soient situés dans les plans des 
faces auxquelles ils appartiennent, et le nombre total de ces 
conditionsseraégalàlasomme(/i'— 3)4-(/i"— 3)4.(/i'"— 3)+etc. 
Mais le nombre des termes de cette auite est H*— 1, et d'ailleurs 
nJ^n'^vl*-^ etc. = a A : donc la somme de lîi suite sera 
a A — n — 3 (H— i). Retranchant cette somme de 3 S — n — 3, 
il restera 3S — 3A-f-3H —6, quantité qui, à. cause de S-f B = 
A 4- a, se réduit à A. Donc U nombre de données nécessaires 

•20 



3o6 NOTE Vfll. 

pour diurmîher un pôtyhirê, parmi tou$ aeux de ia même 
eipècé , est égal au nomhft de ms mritÊs. 

R6ttiirqu«z cependant ^iw les donn^ 4<Mil il t'agit ne doi- 
ttnl ptn éite ptiêèê au faaiard paiwi les Ugnet et les angles qai 
comtitnent les eKmeots du polyèdre \ car ^ quoiqu'on eût. au- 
tant d'équations que d*inoonbues , il pourrait se faire que eer- 
tâioes rdàtions entre les quantités connues rendissent le pro- 
bMme indéteraAinë. Ainsi il seosblerait^ d'après le tbéoréme 
qn*Dn rient de trouver, que la connaissance des arêtes seules 
f u&t en général pour dëteroûner on polyèdre \ mais û y a des 
«as oà içette connaissance n'est pas suffisante. Par exemple, e'tant 
donné un prisme non triangulaire quelconque , on pourra for- 
mer une infiuitë d^autres prismes qui auront des arêtes égales et 
placées de la même manière. Car, dès que la base a plus de trois 
côtés, on peut , en conservant les côtés , changer les angles , et 
donner ainsi à cette base une inBnité de formes différentes ; on 
peot aossi chiànger la position de Tarête longitudinale du prisme 
par rapport au plan de la base, enfin on peut combiner ces deux 
changements Tun avec l'autre; et il en résultera toujours un 
priSmje dont les arêtes ou côtés n'auront pas changé. D'où Ton 
voit que les arêtes Seules ne suffisent pas dans ce cas pour déter-" 
miner le solide. 

Les données quMI convient de prendre pour déterminer un 
solide, sont celles qui ne laissent aucune indétermination , et 
qui ne dolinent absolument qu'une solution. Et d'abord la base 
fig. a8i. «^BCDE sera déterminée entre autres manières, si on connaît 
le côté AB, avec les angles adjacents fiAC , ABC, pour le point 
C î les angles BAD , ABD , pour le point D , et ainsi des autres. 
Soit ensuite M un point dont il faut déterminer la position hors 
du plan de la baSe ; ce point sera déterminé, si , en imaginant 
la pjramide MABC, ou seulement le plan MAB,* on connaît les 
angles MAB, ABM, et VincHnaison du plan MAB sur la base ABC. 
Si on détermine, par le moyen de trois données pareilles, la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors du plan de la 
base , il est clair que le polyèdre sera déterminé absolument et 
d'une manière unique, ^é sorte que ddtnt polyèdres construits 
avec les mêmes donnéies seront nécesèairement égaux ; ils 
seraient cependant symétriques l^un de l'antre ^ s^ls étaient 
construits de différents côtés du plan de la base. 

U n'est pas toujours nécessaire d'avoir trois données pour dé- 
terminer chaque sonrmet d'un polyèdre ; car si le point M doit 
se trouver sur un plan déjà déterminé dont Tintersection ai«c la 
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b^e soit FG9 il suflUra , après avoir pris ]^G à volonté» cit coi^- 
naitre les augl^ MGF , MFG i ainsi il (àudra une 4«ii«ée de 
moins. Si Iç point M doit se trQUver svr deuik plaivs 4^à détor- 
minçs, ou sur Içur intersectiop comnmA^ MK , qui r^vàcontre le 
plan ABC en K , on connaîtra d^jà le c^té AK , TaqgW AKM9 «t 
l'inclinaison du plan AKM sur la base î il s^iiSra dope d'avoir 
pour Bouvelle donnée Tiwigle MAK, C*«$t ainsi ^ue W noml^re dç 
données nécessaires pour deteminer. 91^ pofyèdre aba^li^n^ei^l et 
d'une manière aniqvef «€ réiduira tanjovirs au Rpi»lwf df se» 
arêtes A- 

1;^ cpt^ AB çt un nombire A -^ i d>ng)eadQl>n49 deUrnaiiiept 
un polyèdre ; un autre côté à volonté et lea «némes angles déter- 
nineroRt un poljèdre semblable. D*oij U ^nit que le nombre de 
conditions méces^oàr^s ^qur gu^ 49ux pqlyt^dre* d^ i^ mimf 
espèce soient semblables ^ 9Ué§!^l§^nt>mbr^ 4»t ^réfiies mws ma. 

La question qa^on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simple si on ne connaissait pas Tespèce du polj^ çdre % mjiis uti- 
lement le nombre de ses angles solides S. Déterminez alors 
trois sommets à volonté par le moyen d^un triangle où il y aura 
tioia donnéca^ «e triangle sera regarde comme la baae d» so^ 
lide , ensuite les sommets hors de cette base seront au nombre 
de S — 3 ; et la de'terminatton de cfaacuii éheuz exigeant trois 
doiUHfes , il eiyt Qlaiir fi^ Ve newbreM»! de douiëes néceasaires 
pour d^termoev 1^ palyèdre » sera 3 -V 3» (S -^^ » ou S S:<m 6. 

U faudra donc 3lS •«-. 7 coadilloma pour que deux polyèdres 
qui ont un égal nombre S d^angles scMes soient seaaUaUes 
^tre eux« 

NOTE IX. 

« 

Sur Us palykdres r4gu,U«rSi ( Voyez, l'çippeddiee au 

Uure FIL) 

Nous nous sommes attaché dans la proposition II de cet ap- 
pendicç à d^i^oi^trer Vex«leiKs« des oiqq pelyèdras regiOiers, 
c'eat'àrdiirq , 1^ poMiWitô d'anraoger un eertaia nonabre de 
plans égaux d® manière qu'il en résulte un solide uniforme dans 
tou%e son ét^pdpe. Il nous a paru que dans d*autres ouvrages on 
suppose cet arrangement existant , sans trop en rendre raison ; 
01» bien oq ne le démontre» ceipMfie a fait Eaç^dey que paf des 
figures compliquées et difficiles à entendre. 

Le problème de déterminer Tipcliitaiseii de deux fi|Ofs adja- 
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cenlet dn polyèdre , et célni de de'terminer les ra jons des sphè- 
res ioscrite et circonscrite, sont rëdaits dans les problèbies III 
et IV à des coostructions fort simples; mais il ne sera pas inu- 
tiie d'appliquer à ces mêmes problèmes le calcul trigonométrîque 
qui fournira d'ailleurs de nouvelles propositions, 
fif. «is. Soient a, b, e, les trois angles plans qui composent Tangle 
solide O , et soit proposé de trouver Tinclinaison des plans oo 
sont les angles m et b, on décrira du centre O le triangle sphë- 
riqne ABC, dans lequel on connaîtra ^es trois côtés BC=:a, 
AC= b, AB :s c, et il faudra trouver Tangle C compris 
entre les côtés a et b. Or, par les formules connues, on a 
cos e — cos a cos b 



cosCr= 



. Celte formule appliquée 'aux cinq 
sin a sin 6 rr -i i 

polyèdres réguliers, va nous faire connaître Tinclinàison de deux 
faces adjacentes dans chacun de tes solides. 

fig. S43. Dont U tétraèdre, les trois angles plans qui composent Tangle 

solide S, sont des angles de triangles équilatéraux ; soit donc la 

demi*circonférence ou Tare de aooo =rc, on aura c=&=c=:^ir; 

. ^ cos m •— cos* a cos a ( i — cos a ) cos a 

donc cos C=s t:si ^ '<= ; : 

sin>a 1 — cos' a j 4- cos a 

mais on sait que cos ^ « =~ , donc cos C = -l- 

ISg. i44- Vam Chexaèdre ou cube , les trois angles plans qui forment 
Tangle solide A , sont des angles droits ; ainsi on a a=fr=«=Jc, 
et cos a = o, donc cos C=so. Donc Tangle de deux Êices adja- 
centes est un angle droit. 

fig. a45. Danê l^octaèdre, si Ton /ait a =:DAS = f «, b = DAT 

f mA<, . ^ cos -j — r COS» J ic 

= ^ «, c =3 TAS = J c, on aura cos C zs ^ =— 

sin» ^ c 

Or,€os{« = o, cosf*.=:}, sin ^« = i|/3; donc cos C=~i 
D*où Ton voit que Tinclinâison des faces de Toctaèdre et rincli- 
naison des faces du tétraèdre sont deux angles suppléments Ton 
de Tautre. 
Cg. «46. Dafu le dodécaèdre, un angle solide est formé de trois angles 
plans égaux , chacun , k Taagle d*un pentagone régulier; ainsi , 

en faisant a ?=s 6 = c= | c, on aura cos C == — ; ; mais 

" I + cos a ' 

cos !•==-- sin JLc==il^, donc cosC^3^=-.p^ 
"n C = — ;jet tang Css — a. 
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Dans Vicoêoèdre^ il faut faire « s= C B' D' «s | ,r , « = & s= ig. i ',7. 

C^B^A^=jc,etonauracogC='^'''^"^'^''^'c= 

sin» y c 

4 ; 1=: ^!| ; donc 8in C= J. Telles sont les ck- 

4 
pressions très-simples par lesquelles on détermine l*inclinaison 
de deux faces dans les cinq polyèdi-es réguliers. Mais nous re- 
marquerons qu'on aurait pu les comprendre dans une seule et 
môme formule. 

, £n effet, soit n le nombre de côte's de chaque face , m le nom- ilg. 148. 
bre d*angles plans qui se réunissent dans chaque angle solide; 
si du centre O et d'un rayon = i, on décrit une surface sphéri- 
que qui rencontre en p, q, r, les lignes OA, OC , OD, on aura 
un triangle sphérique pqr, dans lequel on connaît Tangle droit 

r, l'angle /y = — , et l'angle ^ := - ; on aura donc , par les for- 
mules connues, cos .^rs \ ^ . Mais cos ^r ss cos COD s= 

^ sin ^ ' 

sîn CDO = sin i C , C désignant l'angle CD£ \ donc sin i C s= 

COS — 

• Formule générale qui , appliquée successivement aus 

sin — 
n 

cinq polyèdres, donnerait les m^mes valeurs de cos C ou de 

I .« a sin' \ C qu*on a trouvées par une autre voie; pour cela , 

il faut substituer, dans chaque cas, les valeurs de m et n^ savoir: 

Tétraèdre , Hexaèdre , Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre. 
m= 3 , 3 , 4 t ^9 ^* 
11=3 , 4 9 ^ 9 ^ 9 ^* 

Le même triangle sphérique pqr^ d^où Ton vient de déduire 
rinclinaison de. deux faces adjacentes, donne coêpq=scoip coiq, 

on ;tx^^^^^ — ^^' * Donc, si on appelle R le rayon de la 

sphère circonscrite au polyèdre, et r le rayon delà sphère 

R c r 

inscrite dans le même polyèdre, on aura — =s tang --- tang — ; 

■ • r m n 



d'ailleurs , en faisant le côté AS = a^ on a CA = -^ — , et par 

sm — 
n 

conséquent R* = r^ 4" '^ — * ^* ^^* équations donneront 

sin" - 
n 
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poar duifoe f^y^àtt , lel vdevrs des rmféiM R et i^ 4os ê^hètcB 
circonscrite et inscrite. On a aussi , en supposant C connu , 

r = |acot - tattgJC, ctR=iatang —tang^C. 

Dans le dodteeèdr^ et rioosaèdre, on voit qtie le rapport 

— a la même valeur taog ^ tang g. Donc, si R est le même |>ottff 

tous les éetm , r sera nussi le même ; c'est-à-dire , que si ces deut 
solides Bont inscrits dans une même sphère , ih seront aussi cir- 
conscrits à une même sphère, et vice versa, La même prapk-ietë 

a lien entre Thexaèdre et Toctaèdre, puisque la Valeur de 

n 

— est 9 pour Tun et pour Taulre, tang ^ tang 7. 

Remarquons que les potyèdres réguliers ne sont pas les seuls 
solides ifai soient compris sous des potygones réguliers égaux ; 
car 9 si on adosse par une £sce commune deux tétraèdres régu- 
liers égaux, il en résultera on solide compris sOus six triangles 
égaul et equilatéraîis.- Oh pourrait encore former un autre 
solide avec dix triangles égaux et équilatéraux ; mais les polyè- 
dres réguliers sont les seuls qui aient en même temps les angles 
solides égaux. 

NOTE X. 

Sur l*àire du triangle sphérique. 

Soit 1 le rayon de la sphère , ir la tlemi-circonfêrence d'un 
grand eerele ; soient a, ft, e, les trois côtés d*un triangle sphéri- 
que ; A , B, G^ les arcs èe grand cercle qui mesurent les angles 
opposés. Soit A -|- B -j- C — «►= S, Suivant ce qui a été démontré 
* a3, 7. dans le texte ♦ , l'aire du triangle sphérique est égale à Tare S 
moltiplié par le rayon, et ainsi est représentée par S. Or, par 
les analogies de Nép^r^ on a : 

timg '. »v : col — î t cos î cos ■■ T ■■ ; 

a a a a ' 

de là , tirant la valeur de tang |(A -(- B), on en déduira aisément 
celle de tang (JT^PfB -j-^ C) œ -- cot ^ JS : on aura ainsi 
^ * T o cot i a cot ^ i -}- cos C 

COtJS= 2 r^~i- , 

siu G 

formule très-simple qui peut servir à calculer Taire d'un trian- 
gle sphérique lorsqu'on connaît deux côtés a, h, et Tangle com- 
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m 

pris G. Oa peut aussi en dedaire plusieucs conséquences remar- 
quables. 

|o Si l*aDgle C est constant, ainsi que le produit cot — cot — , 

Taire du triangle sphe'riqae représentée par S , demeurera coo» 
stante. Donc deux triangles CAB, CDE, qui ont un angle égal C, /îg. sSs. 
seront équivalents , si on a tang ^ CA : tang | CD : : tan g ^ CE : 
tang i CB, c*est-à-dire , si les tangentes des moitiés des côtés qui 
comprennentrangleégal,'^ont réciproquement proportionnelles. 
a<» Pour faire sur le côté donné CD et avec le' même angle C , 
sm triangle CO£ équivalent au triangle donné CAB, il faut dé- 
terminer C£ par la proportion : 

tang 7 CD : tang iiXA : : Umg î CB : tang 7 CE. 
3» Pour faire avec Tangle du sommet C un triangle isoscèle 
DCE .équivalent au triangle' donné CAB , il faut prendre 

tang 7 CD , ou taug 7 CE 1 pioyenne proportionnelle entre 

tang 7 CA et tang 7 CB. 

/ » • > 1 ^ T o cot 4 « cot i ft 4- cos C 

4*^ La même formule cot j S s= — ^^ 1^ ' »- peut 

^ * sinC . "^ 

servira démontrer d'une manière très-simple la proposition XXVI 

du livre VII ; savoir, que de tous les triangles sphériques formés 

avec deux côtés donnés n et b, le plus grand est celui tlans lequel 

l'angle C compris par les côtés donnes, est égal à la somme des 

deux angles autres A et B. 

Du rayon 0Z = i décrivez la demi-circonférence VMZ, faites Hg. i83. 

l'arc ZX=C| et de l'autre côté du centre prenez OP==cot i a cot ^ b; 

enfin joignez PX et abaissez XY perpendiculaire sur PZ. 

PY 
Dans le triangle rectangle PXY on a cot P = = 

I j^''" » ; donc P=7S: donc la surface S sera 
sm G ■ 

nn maximum j si l'angle P en est un. Or, il est évident que si on 

mène PM tangente à la cireonlérence , i*ang)e MPO sera le 

maximum des angles P, et alors on aura MPO ssMOZ •— i.,ir. 

Donc le triangle sphérique , formé avec deux côtés donnés, sera 
un maximum si on a l,S ;= C — - ir, ou C = A -}- B, ce qui s'ac- 
corde avec la propositton citée. 

On voit en même temps , par cette construction , qu'il n'y 
aurait pas lieu à maximum si le point P était au^ledans du ^r- 
de , cVât-à-dire, si l'on avaii oot -i a cot J. 6 -^i,. Condition d'où 

Ton tire successivement cot 1 a < tang i ft , lang ^in^ia^ 
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•< tang i ft; i. « — i tf < -j *, et enfin r < a -J- *» ce qai s*accorcle 
encore ayec le scbolie de la même proposition. 

PaoBL^Mi L Trower la êurfact ttun triangle sphérique /mw 
le moyen de ses trois côtés. 

Pour cela , il faudra dans la formule 

cot tA cot 4* & + cos C 

substituer les valeurs de sin C et cos C exprimées en a^ (^ c .* 

^ cos c— cos a cos b . ., , .. 

or, on a cos C = : : — t , et cot f a f cot 6 = 

' sin a sin b * 

i4-cos a i4-cos& ... ... 

~. -T;— -— ; de là résulte : 

sin a sin 6 

_ . , -, I -4- cos a-)- cos & -4- cos e 

cos C+cot iacoi^ bs= --2- . ^ 

* sin a sin 6 

Ensuite la valeur de cos C donne 

. a-i-b'i'e . «+5 — c 
/ , ,4 asm — = — = — sin ' 

I+C0SG=: : . j/ ■ = : : — t 

siD a sin b s^a. a sin b 

a4-c — b . ft-f-c^a 

^- / i\ ^ ^ sm — ! sin — ' 

-, cos (a — b) — cosc a a 

I — cos C = i-: ^— T ^=î : -—r-T 

sin a sin o sin a sin 6 

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la racine 
du produit , on aura 

.in C = J-i î .'.,=' ^. 

Sin a sin b 

Donc enfin 
. ,« I +C08 a+cosft-^cos e 

a|/( sin— ^ — • — sin — ! sin — ^ — 8in--î- i 

\ a a a ^ / 

Cette formule résout le problème proposé , mais on peut par- 
venir à un résultat plus simple. 

Pour cela reprenons la formule 

cot i- a cot 7 & 4* cos C 

cotiS = î r-2-^ » 

* sm C 

nous en tirerons d'abord i + cot* 7 S ^ ou 

I ', _ cota ^ a cot' j ^ + a cot i- g cot I & cos C + 1 
sin» 7 S "~" sin»C 
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Or, la yalenr de cos C donne a cot i. a cot i ft cos € = 

COS C — COS a COS & .. ^ j i • ^ t. 

: — ; . , , , ; mettant dans le nameratenr, an lieu 

a 6in" JL a sm' i. o ' 

a a 

de COS c, COS a, cos &^ leurs valeurs i — a gin' ^e, 
I •— a sin' 1 a, i — asin' 1 ft, et réduisant, on aura 

va* 

sin» i. a + sin» i- 6 — sin» i. c 

a cot -J « cot T * cos C = — r-F- — ! - , , î— — a. 

• » sin» J. a sm» ± 6 

a a 

I — sin» i. tf 1 — sin» i- h 

On a d'ailleurs cot» 7 a . cot» ^ 6= — . ' • — : — -^î- = 

» » sin»-î- a sin» J. 6 

a a - 

I — sin» la — sin» S b 

■ i- — : --i 1- I. Donc, en substituant ces va- 

sin> i. a sm» i- 6 

a a 

I 1 — sin» 1 c 

leurs , on aura . ^ . g = -: — ; . ,.*, ' . — 7, , ce qui donne 

' sin> 1 S sin» JL a sin» 1 b sin> C ^ 

a sa 

sin 1 a sin i. & sin C 
siniS^ ' ' , et, en remettant la valeur de 

» COS i c ' 

a 

sin C , on a 

t/{ sin — ! — S— sm ' sin ' sm * J 

dniS^J-i 2 2 __^ 2_^ 

* a COS i. a COS l o cos i. c 

a a a 

Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on multiplie celle-ci par la valeur de cot 1 S, il en 
re'sultera 

i+cos <i+cos i+cos c . cos»i.aap;o8»JLj+cos«i.c— I 

COS i. S = ^ = ^ — ; ; 

s 4 COS i- a COS i. 6 COS JLe a cos i. a cos i. o cos i. c 

^ a a a a a a> 

nouvelle formule qui a l'avantage d'être composée de termes 

rationnels. 

I— cosi-S 

0e là on tire encore — : — , ^ , ou 

sin i. S 

a 

i __ cos» i- a— cos» 1 b — cos» i c+a cos J. a cos - J^osi e 

lang-J S == / L+ft+c 1 a+fr-c . a+e—b . b+c—a\ ' 
|/f sin~-2 — i— 'sm ' si n s m ■ j 

•^ \^ a a a a / 

Or, le numérateur de cette expression peut se décomposer en 

facteurs, comme on l'a fait pour une quantité semblable, 

note V, problême IV; on aura ainsi 

, . a+W-c . a+J — c , O'i^ — b , &+c — a 
4 sm , ' sm — *-j — sin — —j: — sm — -^ — 

tanff-S=: ^ ^ ~ - * 

° *• . >./ . a+W-c . <?+& — c . a-^ — b . b-\-^—a\ 
|/( sin ' ' sin sm ' sm ' 1 

•^ \ a a a ^ / 
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ysmp ^ ya 8in - f» C08 - /»/ ^^% B.r/i 
dooo enfin 

tang. jSs=|/r tang— Ï-T-^ lang -i-r tang -i-^ — tang ^-^ J. 

Cette fomale très-ëlégante est due à Simon Lhu illier. 

fig. »94. PboblAmb n. Étant donnés les trois côtés BC = a « AC=b , 
ABrse, déterminer ia position du point I, pôle du cercle cir- 
conscrit au triangle ABC. 

Soit rangle ACI=:x, et Tare AI =:Cl3=: BI = r ; dans 
1m trÎMlgles CAI, CBI, on aura par les formules connues 

cos*— cos 6cos • 1 — C08 & ^ sin & 

COS X = ir — ■ . ■ ■ ' ■ = -*r — 7— COt f = ; ^ COt • , 

sin b BUkf sin ' i 4- cos ^ ^ ' 

. _ - I — COS a ^ ^ CO8 ( C — X ) 

cos (C— x)= — : COt f. Donc , ou 

^ ' sin a ^ cos x ' 

^ . . ^ 1 1 + cos & ) ( 1 — cos a) 

cos c 4. sin C tang x = i— !- . \ . •' 5 

• ® sin a sm o ' 

» substitimnt dans cette équation les valeurs de cos C et sin C 

exprimées en a, 6 , c, et faisant , pour abré4^er , 

M:= |/( 1 — coflP a — cos* b — cos» c + 2 cos a cos b cos c ) , 

, , , . I + cos b — cos c — «w a - 

on en déduira tang x = — ' ■ ■ ■ x^ , formule 

qui de'termine Tangle ACI. On peut observer qu*à cause des 
triangles îsescéles AGI , ABI , BCI , on a ACI = 1 (C -f A— B); 
on aurait de même BCI r=: 1 ( B-l-C — A ) , BA]s= 1 ( A-fB — G ). 
De là résultent ces formules remarquables : 

1 -4- cos b — cos a — cos c 
tang i(A + C-B)^-:i^- j^ Ï2Î- 



A 



tangi(B'+C^A)=: 



I -f- cos a — cos b — cos c 

5ï '■ 



tang -(A-J-B — CJ = _^__, 

auxquelles on peut joindre celle qui donne cot l S , et qui peut 
se mettre sous la forme : 

• . i/Aini/^v — ï — C08 a — cos b — cosu 
tong f(A + B+C) = jj .. 

La valeur de tang x qu^on vient de trouver y donn« 
cos» X M» 
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16 cot* •! h ntk* s. c sin" -i a 
2 jp-2î i-j dwic 

4 co« i ft »în ± c siîi 1 rt „ . , „ , 
--.Z_2 2__2L_. Mail de Lequation 



cos X M 

I — cos 6 ^ ^ I 1 * *• 

cos X = — : — -— cot • = tang ^ * cot y , on tire 

tang i. ^ 4 si^ ^ ' *>>! i- 6 sin i. c 

*««g î'^lSTï"' ^^^'^ **"^ ^=. — ' — ir ~ 

a sin 1 a sin -i 6 sîn i. c 

. . / . «+W^ 1 «4-t -- c . tf-f-C — & . A-j-C — *\' 

i/ f sin ' I ' sin ■ ' ■ sin — i— sin — ! j 

•^ ^ a a a * / 

pROBLiMï tii. Déterminer sur la iurjfhce de la ipfièi'e la ligne 
sur Utqueile iont ntuis tous les sommets des triatigles de même 
base et de même surfaoe. 

Soit ABC Pun des triangles sphériques dont la base commune fîg. a85. 
est AB^=rc, et la surface donnée A+B+C — ic = S. Soit ÏPK 
une perpendiculaire inde'finie élevée sur le milieu de AB ; ayant 
pris IP e'gal au quadrant , F sera le pôle de Tare AB , et l'arc ^ 

PCD mené par les points P, C, sera perpendiculaire sur AB- 
Soit lD=:pj CD = 7; les triangles rectangles ACD, BCI>, . 
dans lesquels on a AC = & , BC = a^ AD=/>+ic^ BD=f> — 
1 c. donneront cos a = cos ^ cos (^ — ± c), «os b = cos g 
cos (^ -f*- c}. Mais on a trouvé ci-dessus * 

. , -, I + cos a + cos 6 4- cos c 

cot 7 S = — ! — : '. , . V. ; 

* sin M San b sm G 

substituant dans cette formule les valeurs eos n-f^eos b'ssi 
a eo» ij eos p C09 '^ 'C y x + cos c = a cos> i. c, sin 6 sin C ==: 
sin c sin B =: a sin I. <• cos - c sin B ; on aura 

C0Si.t;4.C0SP COS^ 

cot^S= . " T , . J- 

sin a sin 7 c sin B 

D'ailleurs dans le triangle rectangle BCD, on a encore 

cos - c 4" ^^^ p ^^^ t 

sin a cin B c=s sin 9 ; donc cot -^ S = . , .' ' > 

^ " sin 7 c sin 7 

ou cos /» cos y s cot 7 S sin ^ «sin 9 -^ cos ^ c; c'est la relalion 
«atr« |9 et y qui doit déterminer la ligne sur laquelle sont situé» 
toua lea points C. 

Ayant ^olongé IP d'une quantité PKœ « , joignez KC , et 
soit KC = Xi dans le triangfe PKC, où l'on a PC = i »c — <3f » et 
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l'angle KPC = « '-^p, le côté KG te trouvera par la formule 
001 KC= coft KPC sin PK sin PC -|- cos PK cos PC , ou 

Ç08 j^ = sin q cot x — sin x cos q oos p ; 

dans laquelle sobstituant au lieu de cos q cos p sa valeur 
cot i. S sin i- c sin q •— cos i- c . on aura ' 

cos ^ = sin X cos XC'i-nnq (cos x — sin x cot i. S sin IT c). 

De U on voit que si l'on prend cos x — sin x cot iS sin i- c = o, 

on cot X =; cot -S sin -i c . on aura cos r = sin x cos - c, et 

ainsi la valeur de^ deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l'arc IP perpendiculaire sur le mi- 
lieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la partie PK telle 
que cot PK ^ cot i S sin i- c, tous les sommets des triangles qui 

ont la même base c et la même surface S , seront situés sur le 
petit cercle décrit du point K comme pôle à la distance KG telle 
'que cos KCsrsin PK cos {- c. , 

Ce beau théorème est dû à Lexell. (Voyez le tome Y, part. I 
des Noi^a Acta Petropolitana,) 

NOTE XL 
Sur la proposition III, Iwre VIII - 

Cette proposition peut être démontrée plus rigoureusement 
en la ramenant aux lemmes préliminaires , de la manière sui- 
vante, 
fig. s5i. Je dis d'abord que la surface convexe terminée par les 
arêtes AF, BG, et par les arcs A u B , F x G , ne saurait être 
plus petite que le rectangle ABGF , partie correspondante de 
la surface du prisme inscrit. 

En effet , soit S la surface convexe dont il s'agit , et soit , s'il 
est possible, le rectangle ABGF ou ABXAF=S -]* M , M éUnt 
une quantité positive. 

Prolongez la hauteur AF du prisme et du cylindre jusqu'à une 
distance AF' égale à n fois AF , n étant un nombre entier quel- 
conque ; si l'on prolonge en même-temps le cylindre et le prisme, 
il est clair que la surface convexe S' comprise entre les arêtes 
AF% BG', contiendra n fois la surface S; de sorte qu'on aura 
S' = n S , et parce que n X AF = AF', on aura AB X AF' = 
itS-{-nM=3S'-4- «M. Or, n étant lin nombre entier à volonté 
et M une surface donnée , on peut prendre n de manière qu'on 
aitnM plus grand que le double du segment AuB, puisquHl 
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suffit pour cela de faire ii>-— — ; donc alors le rectangle 

AB X AF' ou la surface plane ABG'F' serait plul grande que la 
surface enveloppante , composée de la surface convexe S' et de 
deux segments circulaires égaux 'AuB, F'x'G'. Or, aà contraii'e, 
la seconde surface est plus grande que la première , suivant le 
premier lemme préliminaire ; donc , i» on ne peut avoir 
S<ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne sau- 
rait être égale à celle du rectangle ABGF. Car supposons , s*il 
est possible, qu'en prenant A£ = AB, la surface convexe AMK 
soit égale au rectangle AFKE ; par un point quelconque M de 
l'arc AM£, menez les cordes AM, ME, et élevez MN perpendi- 
culaire sur le plan de la base. Les trois rectangles AMNF ,- 
M£KN, AEKF, ajant même hauteur, sont entre eux comme 
leurs bases AM , ME , A£. Or , on a AM -f- ME ^ AE , donc la 
somme des rectangles AMNF, MEKN, est plus grande que le 
rectangle AFKE. Celui-ci est équivalent par hypothèse h la 
surface convexe AMK, composée des deux surfaces partielles 
AN , MK. Donc la somme des rectangles AMNF , MEKN est 
plus grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN, MK. Donc il faudra que l'un au moins des rectangles 
AMNF , MEKN, soit plus grand que la surface*convexe corres- 
pondante. Cette conséquence est contraire à la première partie 
dc^à démontrée; Donc, a» la surface convexe S ne saurait être 
égale à celle du rectangle correspondant ABGF. 

n suit de là qu'on a S ^ ABGF , et qu'ainsi la surface convexe 
du cylindre est plus grande que celle de tout prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prouvera 
que la snrÊice convexe du cylindre est pliis petite que celle de 
tout prisme circonscrit. 

NOTE Xil. 

«Sur l'égalité et la similitude des polyèdres^ 

On trouve à la tète du XI« livre d'Euclide, les définitions 9 et 
10 ainsi conçues : 

9. Deux solides sont semblables, lorsqu'ils sont compris sous 
un même nombre de plans semblables chacun à chacun. 

10. Deux solides sont égaux et semblables, lorsqu'ils sont 
compris sous un même nombre de plans égaux et semblables 
chacun à chacun. 
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L'objet de ces définitions étamt un des points les plus difiîciles 
des éMments de géomëtrie, nous Texaminerons avec quelque 
détail » et BOUS disouterona en mâme temps les rcBaaM|ue» faites 
à ce sajet par Bobert Simsoo dan» son édition dea Élément*, 
pag. 388 et suit* - 

D'abord nooa observerons «?ec Robert Sirnspa que U défini- 
tion 10. n'est pas proprement une définition, mais bien un 
tbéoréme qu'il faudrait démontrer; car il n'est pas évident que 
deux solides soient égauiL par cela seul qu'ils ont les faûaa éga- 
les ; et si cette proposition est Traie, il ffut la démontrer soit par 
la superposition » soit de toute autre manière. On voit ensuite 
que le vice de la définition lo est commun à la 4éfinition 9. Car, 
si la définition 10 n'ost pas démontrée 9 on pourra croire quHl 
eiiste deux solides inégaux et dissemblablea dont les faces sont 
égales; mais alors, suivant la définition 9, un troisième solide 
qui enrait les faces semblables k «lies des deux premiers serait 
semblable à cheoun d'eux, et einsi senût semblable à deux corps 
de différente ferme , oonclnsion qui implique contradiction « ou 
du moins qui ne s'accorde pasevee Tidée qq'eo «ttacUe naturel* 
lement eu mot sembUble* 

Plesieura prépositions des XI* et XIl« livres d'Eudide sont 
fondées ser ies définitions 9 et 10 , entre antres U prop, ICXViU, 
livre XI , de laquelle dépend la mesure des prismes et des pyr^ 
mides. Il semble donc qu'an pourrait reproehereux éléments 
d*£uelide de contenir un asses grand noeabre de propositions 
qui ne sont pas rigoureusement démontrée». Mais il 7 a une ciro 
constance qui sert k affaiblir cette inculpation « et qu'il ne faut 
pas omettre. 

Les figures dont fiudide démontre Tégalité ou la similit«de 
en ae Sondant sur les définitions 9 et t<k, sont telles , que leurs 
angles solides n'assemblent pas plus de trois angles plana :' or , et 
deux angles solides sont composés. de trois angles plans égaux 
chacun à chacun , il est démontré assez clairement dans plu- 
sieurs endroits d'EocUde que ces angles soUdes sont égaux. D'un 
autre cété , si deux polyèdres ont les faces égales ou semblables 
chacune à chacune , les angles solities homologues seront corn'- 
posés dHm même nombre d'angles plans égaux , chacun à cha- 
cun. Donc , tant que les angles plans ne sont pas en plus grand 
nombre que trois dans chaque angle solide, il est clair que les 
angles solides homologues sont égaux. Mais, si les faces homolo- 
gues sont égales et les angles solides homologues é^aux , il n'y a 
plus de doute que les solides ne soient égaux ; car i)s pourront 
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Mre sopeirposës , on ao moins ils seront fljmetriques l*nn de Tau- 
Ire. On voit donc que Ténoncé des définitions gf et to est vrai et 
aihnissible , an moins dan» le cas des angles solides triples , qui 
est le seul dontËuclide ait fait usage. Ainsi le reproche d'inexac- 
titude qu'on pourrait faire à cet ftuteur, ou k ses commenta- 
teors, cesse d'être atissi grave et ne tombe pins que sur det 
restrictions et des explications qu'il n»a pas données. 

Il reste à examiner si Tënoncé de la définition lo, qoi est vrai 
dans le cas des angles solides triples , est vrai en général. Bo- 
bert Slmson assure qu'if ne Test pas , et qu'on peut construire 
deux solides inégaux qui seront compris 80119 un même 
nombre de faces égales «bacune à chacune. Il cite ,Ji Tappiti de 
son assertion , un exemple qu'on peut généraliser ainsi. 

Si à un poljédre quelconque on ajoute nue pyramide , en lui 
donnant pour base une des faces du polyèdre ; si ensuite, au lieu 
d'iqouter la pyramide, on la retranche, en formant dans le po- 
lyèdre une cavité égale à la pyramide , oi| aura ainsi dêax nou- 
veaux solides qui aunmt les fi^es égales- chacune à ebacune , et 
cependant ces deux solides seront inégaux. 

Il n*y a aucun doute sur Tinégalité des 4eux solides aiosi c«n- 
8truits3 mais nous observerons que Tua de ces solides contient des 
angles solides rentrants : or, il est pi us que probable qu'fudide 
a entendu exelare les corps irregutiers -qui mit des cavités ou 
des angles solide» rentrants, et ^'il s'est borné «ux polyèdres 
e«n vexes. £0 admettant cette restriction, sans laquelle d'ailleurs 
d'antres propositions ne seraient pas vraies , l'exemple de Robert 
SiflMon ne eonehit peint contre la définition ùu le théorème 
ifEaclîde. 

Quoi qu'il on soit, il résulte de toutes ces observations que 
lesdëâttitîons 9 et 10 d'Eudide ne peuvent être «enserrées telles 
qu'elles sont. Robert Simson supprime la définition des solides 
légaux, qui eti efi*et ne doit trouver plaee que parmi les théorè- 
mes ; et il définit wodides wmhimèiêt ceux qui sont compris sous 
un nombre de plans semblables , et qui ont les angies solides 
^anx <4iaeuta'à chacun. Cette définition est vraie , mai« elle a 
l'inconvénient de contenir bien des conditlmu saperfiaes. Si on 
supprimait la condition des angles solides égaux, cm retopaberait 
dans l'énoncé d'Ëuclide, qui est défectueux en ce qu'il suppose 
la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. Pour 
éviter tout embarras , nous avons cru à propos de diviser la dé- 
finition des -solides semblables cja deux parties : d'abord nous 
avons donné la définition des pyramides triangulaires sembla- 
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bles , eiuaite noos atoiu défini solides sembiabUseeun qui ont 
des bases semblables, et dont les sommets homologues hors de 
ces bases sont détermines par des pjrramidesi^iangulaires sem- 
blables chacune à chacune. 

Cette définition exige pour les bases , en les supposant trian- 
gulaires , deux conditions , et pour chacun des sommets hors 
des bases, trois conditions ; de corte que , si S est le nombre des 
angles solides de chacun des polyèdres, la similitude de ces deux 
polyèdres exigera a -f-3 (S — 3) angles égaux de part et d*autre, 
ou 3S — 7 conditions; et aucune de ces conditions n'est super-^ 
flue ou comprise dans les autres. Car nous considérons ici deux 
polyèdres comme ayant simplement le même nombre de som- 
mets ou d'angle solides ; alors il faut rigoureusement, et sans en 
omettre une, les 3 S — 7 conditions pour que les deux solides 
soient semblables ; mais si on supposait ayant tout qu'ils sont 
de la même espèce Vuu et Tautre , c'est-à-dire qu'ils ont un égal 
nombre de faces , et que ces faees comparées chacune à chacune 
ont un égal nombre de côtes, cette supposition renfermerait 
des conditions dans le cas où il y aurait des faces de plus de trob 
côtés , et ces conditions diniinueraient d'autant le nombre 
3 S — 7 , de sorte qu^au lieu de 3 S — 7 conditions il n'^en fau- 
drait plus que A — I ; sur quoi voyez la note viu. On voit par 
là ce qui donne lieu à la difficulté de poser une bonne définition 
des solides semblables ; c^est qu*on peut les considérer comme 
étant de la même espèce , ou seulement comme ayant un éf^l 
nombre d'angles solides. Dans ce dernier cas toute difficulté est 
écartée, et il faut que les 3 S— 7 conditions renfermées dans la 
définition soient remplies toutes pour que les solides soient sem- 
blables , et on en conclura à plus forte raison qu^ils sont de la 
même espèce. An reste , notre définition étant complète, nous 
en avons déduit comme théorème la définition de Robert Simson. 

On voit donc qu'il est possible de se passer , dans les élé- 
ments , du théorème concernant Tégalité des polyèdres; mais, 
comme ce théorème est intéressant par lui-même , on sera bien 
aise d'en trouver ici la démonstration, qui servira à compléter 
la théorie des polyèdres ( 1 ) . 

La question qu'il faut examiner, est de savoir si, en faisant 

(i) La démonstration que nons ilonnont ici , est, i «[uelqnet développe- 
menu près , la même que M. Gaucby a présente'e 4 Tlnstitut en 181» , et 
qu'il a découverte en partant de quelques idées qui avaient été proposées 
pour le même objet dans la première édition de ces éléments , pag. 3*7 et 
suivantes. 
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varier les înclinaisonB des plans qui composent la sarfaee d^un 
polyèdre convexe donne, on peut former un second polyèdre 
convexe , compris sous les mêmes plans polygonaux , assemblés 
entre eux dans le même ordre. 

Nous observerons d'abord que , 8*il y a un second polyèdre 
qui satisfait à la question , ce ne peut pas être le polyèdre sy- 
me'trique du polyèdre donné , puisque dans ces deux polyèdres 
les plans égaux sont disposes dans un ordre inverse autour des 
angles solides correspondants. Ainsi la considération des polyè- 
dres symétriques doit être entièrement écartée de Tobjet dont 
nous nous occupons. 

Nous observerons , en second lieu , que si le polyèdre donné 
contient un ou plusieurs angles solides triples , ces angles sont 
de leur nature invariables , puisque la connaissance de trois 
angles plans suffit pour déterminer les inclinaisons mutuelles de 
ces plans , lorsqu'ils sont réunis en angle solide. On peut donc 
supprimer dans le solide proposé toutes les pyramides triangu- 
laires qui forment les angles solides triples (i} ; et si le nouveau 
polyèdre ^ui résulte de cette suppression offre encore des an- 
gles solides triples , on pourra de même les supprimer , et ainsi 
successivement, jusqu'à ce qu^on parvienne à un polyèdre dont 
tous les angles solides n^assemblent pas moins de quatre angles 
plans chacun. En effet , si le solide proposé peut changer de 
figure par des variations quelconques dans les inclinaisons de 
ses plans , ce changement ne peut avoir lieu sur les pyramide^ 
triangulaires retranchées , et il devra s'opérer tout entier sur le 
polyèdre restant après la suppression de toutes les pyramides 
triangulaires. Nous ne nous occuperons donc, dans ce qui suit, 
que des polyèdres dont tous les angles solides assemblent au 
moins quatre angles plans. 

Cela posé, soit S Tun quelconque des angles solides du po- ûf, s86. 
lyèdre, et soit décrit, du sommet S comme centre, une surface 
spliérique dont l'intersection avec les plans de l'angle solide 
formera le polygone sphérique ABGDEF. Les côtés de ce po- 
lygone AB , BC , etc. , servent de mesure aux angles plans ASB, 
BSC , etc. , et sont par conséquent invariables ; quant aux angl es 
A , B , C, etc. , du polygone, chacun d'eux est la mesure de 
l'inclinaison de deux plans adjacents de Tangle solide : ainsi 
Tangte B est la mesure de l'inclinaison des plans ASB, SBC^ que 

(l) Si nne même aréta était commoos à deux aagl«t solidas Iripkt , oo 
ne lappriroerait dans la première opération qu'on de ee« anglef . 

ai 



3a& NOTE XII. 

noos appellerons , pour abréger , inclinaiton tur V arête SB ; de 
même Taogle C est la mesure de rinclinaisou sur Taréte SC, et 
ainsi de suite. 

Nous pourrons donc juger des changements de figure de 
chaque angle solide S,par ceux du polygone sphérique ABCDEF, 
dont les côtes sont constants , et dont les angles varient d'ane 
manière quelconque , pourTU que le polygone ne cesse pas 
d*ètre convexe. Or , dans ces polygones , les signes des varia- 
tions sur les angles offrent des lois assez remarquables, que nous 
allons exposer dans les deux lemmes suivants. 

LE MME I. 

I!g. i80. Tout Ut côtét cTun poljrgone sphérigue AB, BC, CD, DE, 
étant donnés , à texception du dernier AF, «i l'on fait varier 
Vun det anglet B, C, D, E, oppotés au côté AF, les autres étant 
constants, Je dis que le côté AF augmentera si V angle augmente, 
et qu'il diminuera si V angle diminue^ Dans tous les cas , on sup^ 
pose que le polygone est convexe aidant et après son changement 
dejigure. 

Supposons d*abord qu^on fasse varier Tangle B , les trois aa< 
très C , D , £ , étant constants, si Ton joint BF, la figure BCDEF 
n*éprouvera aucune variation , et BF sera constant. On aura 
donc un triangle sphérique ABF, dont les côtés AB, BF, sont 
constants , et dans lequel l'angle ABF varie d^une même quan- 
tité que Tangle ABC du polygone , puisque la partie FBC reste 
constante. Or, par les propriétés connues (i) , on sait que le 
côté AF augmentera si Tangle ABF augmente, etqu*il diminuera 
si Tangle ABF diminue. 

Supposons maintenant que l'angle C varie , les trois autres 
B, D, £, étant constants ; si on tire les diagonales AC , FC, il est 
visible que ceç diagonales demeureront constantes, ainsi que les 
angles ACB,FCD \ on aura^donc encore un triangle sphérique 
ÀCF , dont les côtés AC, CF, sont constants, et dans lequel Tan- 
gle ACF varie de la même quantité que Vangle C du polygone ; 
d*ou Ton conclura de même que le côté AF augmentera si l'an- 
gle C augmente , et quUl diminuera si Pangle C diminue. 

Il est évident que le même raisonnement peut s'appliquer à 
la variation de Tun ou Tautre des angles D et E , et qu^il aurait 
également lieu pour tout autre polygone sphérique de plus de 

(i) Cette proposition se démontre de la même manière que la proposi- 
tion TL f lir. I , pour les triangles reetilignes. 
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trou côtés. Ainsi la conclusion sera, dans tous les cas, conforme 
à renoncé de la proposition , si toutefois le polygone est con- 
vexe avant et après son changement de figure. Cette restriction 
est nécessaire , car si l'angle £, par exemple, diminuait jusqu'à 
<ce que le point F tombât sur la diagonale A£, alors AF serait un 
minimum; et si, à compter de ce point, on continuait de dimi- 
nuer l'angle £, il est visible que le côté AF augmenterait au 
lieu de diminuer; mais , dans ce dernier cas, l'angle AFE de* 
viendrait -un angle rentrant, et le polygone cesserait d'être 
convese. 

Corollaire. Les mêmes choses étant posées , si plusieurs des 
angles opposés au dernier côté AF augmentent, et qu'aucun 
d^eux ne diminue, le côté AF augmentera nécessairement par 
l'effet de toutes les variations réunies. Le contraire aura lieu, si 
plusieurs des angles opposés au côté AF diminuent, et qu'aucun 
d'eux n'augmente. 

Car, si par l'effet de l'augmentation ou de la "diminution si- 
multanée, les angles A, B, C, etc., du polygone doivent être 
changés en A', B^, C, etc., on pourra passer successivement du 
polygone proposé à celui qui ne contient qu'un angle varié A' ; 
de celui'ci au polygone qui ne contient que les deux angles va- 
jriés A^ et B', et ainsi de suite. Or, dans chacun de ces passages, 
l'application de la proposition est manifeste, et conduit toujours 
au même résultat. 

LEMME II. 

Étant donné un polygone, sphéHque coni^exe dont les côtés 
sont constants, et qui en a plus de trois , si on fait varier les 
angles d'une manière quelcf^nque, sans cependant que le poly» 
gone cesse d'être connexe ; si on met ensuite le signe -f- au tom" 
met de chaque angle qui augmente , le signe — au sommet de 
chaque angle qui diminue , et qu'on ne mette aucun signe aux 
angles qui demeurent constants ; je, dis qu'enjaisant le tour du 
polygone, on devra trouver au moins quatre changements de 
signe d'un sommet au sommet suivant. 

En effet , i» si n est le nombre des angles du polygone , il né 
pourrait y avoir n — a angles consécutifs, qdi augmentent tous 
à-la-fois , ou dont les uns augmentent et les autres restent con- 
stants ; car si Tun ou l'autre de ces cas avait lieu , il s'ensuivrait, 
par le corollaire du lemme précédent , que le côté du polygone 
qui est opposé à ces n~- a angles, augmenterait ; ce qui est con- 
traire à rhypothèseque tous les côtés du polygone sont constants. 
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Par une raUon temblabk , on ne pourra rappo»er que n — a aa- 
glet oonsécutifo diminuent tous à-la-fois, ou que quelques-uns 
diminuent, les «ulres resUnt constants. Donc , dans la série de 
n— a angles consécutifs, il devra y avoir au moins un change- 
ment de signe ; à plus forte raison ce changement deyra-t-il être 
observé dans la série des Jt angles consécutifs , lorsqu'on fera le 
tour entier du polygone. 

a» Les variations dans les angles du polygone ne peuvent être 
telles, qu'elles offrent seulement une série de signes +, et une 
de signes — , de sorle qu'il n'y ait que deux changements de 
signe dans le tour entier du polygone. 
4(g. »87. Car soient , par exemple, A, B, C , les trois angles marqués 
du signe +, et D, E, F, G, les quatre marqués du signe — (cette 
hypothèse comprend celle où il y aurait un nombre de signes 
moindre dans chaque série , à raison de l'invariabilité de quel- 
ques angles). Si la figure repr'Ssente Fétal initial du polygone, la 
diagonale GD devra augmenter lorsqu'on augmentera tous les 
angles A, B, C, ou seulement quelques-uns d'eux ; mais la même 
diagonale GD , comme appartenant au polygone GFED , dont 
les autres côtés sent constants, devra diminuer en même temps 
que les angles F et £, on au moins rester constante , si des qua- 
tre angles n , E, F , G, il n'y a que D et G, ou seulement Van 
d'eux qui diminue; donc l'hypothèse dont il s'agit ne saurait^ 
avoir lieu ; donc la variation des angles ne pept être telle, qu'elle 
offre seulement deux séries , Tune de signes + , l'autre de 

signes — . 

3» Il est encore impossible qu'en faisant le tour du polygone , 
on ne trouve que trois séries alternatives de signes + et de si- 
gnes —- ; car , dans cette hypothèse , la première et la troisième 
séries seraient de même signe, et se suivraient immédiatement, 
de sorte qu'elles ne formeraient qu'une seule série ; d'où l'on 
voit qu'il n'y aurait réellement dans le tour du polygone que 
deux séries, l'une de signes^-, l'autre de signes ^ ; ce que nous 
avons démontré impossible. 

Donc enfin, les changements de signe qu'on trouvera en fai- 
sant le tour du polygone doivent être au moins au nombre de 
quatre. 

. Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour les poly- 
gones sphériques s'applique immédiatement aux angles solides 
dont ces polygones sont la mesure. Ainsi, ^tant donné un angle 
iolidt convexe, ^ui atâ€mhle phu de trois angles plans j si on 
fait varier les incUntùsonê sur les arêtes tfune manière queUan- 
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f «e^ teiie cependant çne i^ angle solide ne eeeeépae d*étre 
vexe ; si ensuite on met le signe ^ ou le signe —* snr ekaqme 
arête, selon que Vinelinaison sur cette arête augmente ou dùni^ 
nue, et qu*on ne marque itaucun signe les arêtes sur lesqwteUes 
l'inclinaison reste constante, je dis qu'enjaisant le tour de Can^ 
gle solide, on devra trouvei* au moins quatre changements de 
signe d'une arête à la suintante, 

Au mojen de eette proposition et du Iheorême d'Euler sur let 
polyèdres* , nous pouvons maintenant démontrer le théorème ' »5, 7. 
suif aot dans toute sa généralité. 

théorêmb. 

Étant dorme un polyèdre convexe, dont tofts les angles soli'- 
des assemblent plus de trois angles plans, il est impossible de 
faire "varier les inclinaisons des plans de ce solide, de manière à 
produire un second polyèdre, qui serait Jormé avec Us mêmes 
plans disposés entre eux de la même manière que dans le polyè^ 
dre donné. 

Pour démontrer cette proposition , il faut distinguer deun 
cas, selon qu'on fait varier les inclinaisons sur toutes les arètcS| 
ou seulement quelques-unes de ces inclinaisons. 

Premier cas. 

Supposons qu'on fasse varier à'Ia-fois les inclinaisons sur toutes 
les arêtes, et soit P( le nombre total àes changements de signe 
qu*on trouvera d'une arête à la suivante , en faisant le tour de 
chaque angle solide. 

On a vu dans le lemme II , que le nombre des changements 
de signe ne peut être moindre que quatre pour chaque angle 
solide. 

Donc si on appelle S le nombre des angles solides , on aura 
N ^ 4 S» le signe ^ n'excluant pas Tégalité. 

J'observe maintenant que deux, arêtes consécutives d'un angle 
solide appartiennent toujours à une face du polyèdre , et n'ap- 
partiennent qu'à une seule ; donc le nombre total des change- 
ments de signe observés sur les arêtes consécutives de chaque 
angle solide, doit être égal au nombre total de changements de 
signe observés sur les côtés consécutifs de chaque face ; car il 
n*e8t aucun changement de signe dans un système qui ne ré- 
ponde à un pareil changement dans Pautre. 

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des change- 



Sufi NOTE XII. 

ments de signe ne peut être plus grand que deux ; ear en faisant 

rentrer sur elle-même la suite ^— >f- , ou la suite -| ,00 

n'obtient que deux changements de signe. 

Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des changements 
de signes est de quatre au plus , ce qui est évident. 

£n général, si le nombre des côtes d*une face est pair, =^ a/i, 
le plus grand nombre des changements de signe qu*on puisse 
trouver en faisant le tour des côtés, est an; ce qui aura lieu 
lorsque les côtés portent alternativement les signes -f- et — . 

Mais si le nombre des côtés d*une face est impair, s=an-f* ^ 9 
le plus grand nombre des changements de signe sera an seule- 
ment , parce qu>n donnant alternativement aux côtés les signes 
^ et — , le premier et le dernier auront nécessairement le 
même signe; ce qui fait un^changement de moins qu'il n^ a de 
côtés. 

Cela posé, soit a le nombre des triangles, h le nombre des 
quadrilatères , c le nombre des pentagones , etc. , qui compo- 
sent la surface du polyèdre donné , il résulte de ce qu*on vient 
de dire, que le nombre total des changements de signes observés 
en faisant le tour de chaque face , ne pourra excéder aa sur les 
faces triangulaires, 4^ sur les faces de quatre côtés, ^c sur celles 
de cinq côtés , 6d sur celles de six côtés. Donc on aura : 

. N<a« + 4J + 4c + 6rf + 6« + 8/'+8^ + etc. 

Soit A le nombre des arêtes du polyèdre , et H celui de ses faces, 
on aura : 

aAr=3a + 4J+5c+6rf+7e + 8/+8^+elc. 

Mais suivant le théorème d*£uler , S -j-H = A -f- a ; donc 
4^ = ^ 4' 4^ — 4^ 9 ^t c° faisant les substitutions : 
4S= 8+ a<k 4- 4* + 6c + 8</+ io« + etc. 
Comparant cette valeur à la limite trouvée ci-dessus , on en tire 

N<4S— 8. 
Mais on ne saurait avoir à-Ia-fois N > 4S et N < 4S — 8; donc 
il est impossible que les inclinaisons sur les arértesdu polyèdre 
varient toutes à -la-fois , sans détruire la cohérence des plans qui 
forment la surface du polyèdre. 

Second cas. 

Supposons maintenant que les inclinaisons sur les arêtes ne 
varient pas toutes à-la-fois , et qu'il y en ait quelques-unes qui 
demeurent constantes. 
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Soit ?I une de ces arêtes , on pourra imaginer qu'elle soil fig. >o4 
supprimée, et que les deux faces adjacentes FIG, EFIH, se 
réunissent en une seule non plane terminëe par le contour de 
forme invariable EFGIH. Appelons S', W et A' ce quedeyien-> 
nent les nombres S, H et A, après la suppression d*une arête , 
nous aurons H'=: H — i , et A'=: A -~ i ; d^ailleurs on a S'=:S * 
puisque le nombre des angles solides est le même dans les deux 
solides ; donc on aura S'+ H'— A'= S + H — A = a. D*oà Ton 
voit que le théorème d'Euler a encore lieu dans le nouveau so- 
lide qui contient une arête de moins , et une face de moins , 
puisque deux faces se sont réunies en une seule non plane. 

Si de ce second solide on retranche encore l'une des arêtes sur 
lesquelles l'inclinaison reste invariable, la suppression de cette 
arête occasionnera de nouveau la réunion de deux faces conti- 
guës en une seule ; et on prouvera de même que le théorème 
d*£uler a encore lieu dans le troisième solide qui résulte de la 
suppression de deux arêtes. 

On peut continuer à supprimer tant d*arêtes qu'on voudra , 
pourvu que cette suppression n'entratne celle d'aucun angle 
solide ; et le théorème d'Ëuler aura toujours lieu dans le solide 
restant : c'est aussi ce qu'on peut voir directement et générale- 
ment , en examinant la démonstration que nous avons donnée 
du théorème d'Euler j en effet, cette démonstration ne suppose 
pas que les faces du polyèdre sont planes; elle aurait également 
lieu , quand même ces faces seraient terminées par des contours 
non situés dans les mêmes plans ; elle suppose seulement que 
chaque contour soit représenté, suivant notre construction, par 
un polygone sphérique , et que la somme des surfaces de ces 
polygones soit égale à la surface de la sphère. Et il n'est pas 
même nécessaire que tous ces polygones soient convexes; il suffit 
que chacun d'eux puisse être regardé comme la somme de plu- 
sieurs polygones convexes; ce qui arrivera toujours, lorsque , 
par la suppression de plusieurs arêtes appartenant au polyèdre 
donné, plusieurs faces planes se réuniront en une seule non 
plane ; car alors le polygone sphérique qui représente celle-ci 
sera composé de la somme des polygones sphériques convexes 
qui représentaient les faces planes supprimées. 

Venons maintenant au cas où la suppression des arêtes sur 
lesquelles l'inclinaison ne varie pas , entraîne celle d'un ou de 
plusieurs angles solides, soit parce que les inclinaisons sur 
toutes les arêtes , dans chacun de ces angles , sont invariables , 
soit parce que ces inclinaisons ne pourraient varier que sur trois 
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•rétei Mulement, et qa'akm elles seraient nëoessairement con» 
stantes. 

Supposons d*«bord qa*on ne supprime qu*un angle solide , et 
soit m le nombre des faces de cet angle , ou le nombre d^arétes 
qui aboutissent à son sommet. En supprimant Tangle solide 
dont il s'agit , on supprimera en mÂme temps m arêtes , et les 
m faces formant Tangle solide se réduiront à une seule ; donc , 
éi on appelle S', A.', H', ce que deviennent les nombres S, A, H, 
après la suppression d*un. angle solide , on aura S'=:S — i , 
A'sA — m, H' = H— (m— i).Delàonlire8' + H'— A' = 
S 4" H — A =s a : donc le théorème d*£uler a encore lieu dans 
le nouveau solide. 

Il est dair maintenant qu'on peut. supprimer tant d*angles 
solides qu'on voudra du polyèdre donné , et que le théorème 
d*£uler aura toujours lieu dans, le polyèdre restant; car en sup* 
primant les angles solides un à un , on a successivement diffé- 
rents polyèdres , dont deux consécutifs rentrent dans Te cas que 
nous venons d'examiner. 

Donc en général , si du polyèdre propose on supprime toutes 
les arêtes sur lesquelles rinclinaison ne varie pas ; soit que par 
cette suppression le nombre des angles solides reste le même , 
ou qu'il devienne moindre, le polyèdre restant satisfera tou- 
jours au théorème d'Euler , c>st-à-dire qu*en appelants, hj a, 
les quantités qui pour ce polyèdre c6k'respondént aux quantités 
S,H, A, du polyèdre proposé, on aura s «^-à — a=S-|"H — A:=a. 

Mais dans ce dernier solide , les inclinaisons sur les arêtes 
devront varier toutes à-la-fois , puisqu'on a supprimé toutes les 
arêtes sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas ; donc ce solide 
rentre dans le premier cas : donc la variation simultanée de 
toutes ces inclinaisons ne saurait avoir lieu sans dénaturer le 
solide. 

Donc en6n un polyèdre convexe quelconque ne peut être 
changé en un autre polyèdre convexe qui serait compris sous 
les mêmes plans polygonaux , et disposés dans le même ordre 
les uns à l'égard des autres. 

FIN DES NOTES. 
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Xja Trigonométrie a pour objet de résoudre les trian- 
gles, c'est-à-dire, de déterminer leurs angles et leurs 
côtés par le moyen d'un nombre de données suffisant. 

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaître 
trois des six parties qui les composent , pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles^ il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles sphériques trois données quelcon- 
ques, angles ou côtés, suffisent toujours pour déter- 
miner le triangle , parce que dans ces sortes de triangles 
on ne considère pas la grandeur absolue des côtés, 
mais seulement leur rapport avec le quadrant ou le 
nombre de degrés qu'ils contiennent. 

Dans les problèmes annexés au livre II, on a déjà 
vu comment les triangles rectilignes se construisent 
au moyen de trois parties données ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du livre V donnent également 
une idée des constructions par lesquelles on pourrait 
résoudre les cas analogues des triangles sphériques. 
Mais ces constructions, qui sont exactes en théorie, 
ne donneraient qu'une médiocre approximation dans 
la pratique (i), à cause de Timperfection des instru- 

(i) Il faut distingner en effet les figures qui ne servent qu*à 
diriger le raisonnement pour la démonstration d'un théorème ou 
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ments dont elles exigent l'emploi : on les appelle des 
méthodes graphiques m Les méthodes* trigonométriques, 
au contraire, indépendantes de toute opération mé- 
canique, donnent les solutions avec tout le degré 
d'exactitude qu'on peut désirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignes appelées sinus , cosinus» 
tangentes, etc., au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d'une manière très-simple le& relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. 

Nous allons d'abord exposer les propriétés de ces 
lignes et les principales formules qui en résultent; 
formules qui sont d'un grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques, et qui fournissent même 
à l'analyse algébrique des moyens de perfectionne- 
ment. Nous les appliquerons ensuite à la résolution 
des triangles rectilignes et à celle des triangles sphé- 
riques. 

Di^^ision de la Cirtonférence. 

I . Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s'étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36o parties 
égales appelées degrés, le degré en 60 minutes, la 
minute en 60 secondes, etc. Ce mode présentait quel- 
ques facilités dans la pratique, à cause du grand nombre 
de diviseurs de 60 et de 36o : mais il était réellement 
sujet à Tinconvénient des nombres complexes, et il 
nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants , à qui on doit l'invention du nouveau 
système des poids et mesures , ont pensé qu'il y aurait 
un grand avantage à introduire la division décimale 
dans la mesure des angles. En conséquence ils ont 

la solution d'un problème, des figures que l'on construit pour 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Les premières 
sont toujours supposées exactes ; les secondes, si elles ne sont 
pas tracées exactement, donneront des résultats fautifs. 
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regardé oomme unité principale le qaart de drcoiK 
férenoe ou le «piadrant, mesure de Tangle dit>it, et 
ils ont divisé cette unité en loo parties égales appe- 
lées degrés-, le degré en loo minutes , et la minute en 
loo secondes^ 

Nous emploierons désormais la nouvelle division 
ou la division décimale de la circonférence ; cependant 
comme les tables trigonométriques , calculées suivant 
cette division , ne sont pas encoi^e assez généralement 
répandues , nous aurons soin d^ajouter , dans les exem- 
ples, les résultats que donnent les calculs faits'suivant 
l'ancienne division, ou la division sexagésimale de la 
circonférence. La différence ne tombe jamais sur la 
valeur des côtés , mais seulement sur la valeur ou plutôt 
sur Texpressibn en degrés des angles et des arcs. 

II. Les degrés, minutes et secondes se désignent 
respectivement par les caractères ®, ', '': ainsi Tex- 
pression i6® 6' 7 5", représente un arc ou un angle de 
16 degrés 6 minutes ^5 secondes. Si on rapportait ce 
même arc au quadrant pris pour unité , il s'exprimerait 
par 0,160675. On voit en même temps que l'angle 
mesuré par cet arc, est à l'angle droit ;: 1606^5 : 
1 000000, rapport qu'on ne déduirait pas aussi faci- 
lement des expressions données par l'ancienne division 
de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinctement 
dans le calcul par des nombres de degrés , minutes et 
secondes. Ainsi nous désignerons l'angle droit ou le 
quadrant par ioo<*, deux angles droits ou la demi-cir- 
conférence par 200<*, quatre angles droits ou la circon- 
férence entière par ^400^* ; ainsi de suite. 

ni. Le complément d'un angle ou d'un arc est ce 
qui reste en retranchant cet angle ou cet arc de ioo®« 
Ainsi un angle de 25'' ^o' a pour complément, 74"" 60'; 
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un angle de ta« 4'^'^^ pour complément, 87* gS' 38^. 

En général , A étant un angle ou un arc quelcon- 
que, 100* — A est le complément de cet angle ou de 
cet arc. D*où Ton voit que , si l'angle ou l'arc dont il 
8*agit est plus grand que 100^, son complément sera 
négatif. C'est ainsi que le complément de 160" 84' lo'' 
est — 6o<» 84' 10". Dans ce cas, le complément, pris 
positivement , serait la quantité qu'il faudrait retran- 
cher de l'angle ou de l'arc donné , pour que le reste Mt 
égal à ioo<». 

Les deux angles aigus d'un triangle rectangle valent 
ensemble *un angle droit : ils sont donc compléments 
l'uni de l'autre. 

IV. Le supplément d'un angle ou d'un aix est ce 
qui reste en ôtant cet angle ou cet arc de stoo*', valeur 
de deux angles droits ou d'une demi-circonférence. 
Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque , 2oo<» — A 
est son supplément. 

Dans tout triangle , un angle est le supplément de 
la somme des deux autres, puisque les trois ensemble 
font 200^. 

Les angles des triangles, tant rectilignes que sphé- 
riques, et les côtés de ces derniers , ont toujours leurs 
suppléments positifs ; car ils . sont toujours moindres 
que 200^. 

Notions générales sur les sinus., cosinus , 

tangentes, etc. 

fig. I. V. Le sinus de l'arc AM, ou de l'angle ACM, est 
la perpendiculaire MP abaissée d'une extrémité de * 
l'arc sur le diamètre qui passe par l'autre extrémité. 

Si à l'extrémité du rayon CA on mène la perpendicu- 
laire AT jusqu'à la rencontre du rayon CM prolongé , • 
la ligne AT, ainsi terminée, s'appelle la tangente, et 
CT la sécante de l'arc AM ou de l'angle ACM. 
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Ces trois lignes MP ,* AT » CT , dépendantes de l'arc 
AM , et toujours déterminées par l'arc AM et le rayon, 
se désignent ainsi : MPs=fin AM, ou ^in ACM, AT as 
tang AM, ou iang ACM, CT = sec AM , ou sec ACM. 

VI. Ayant pris Tare AD égal à un quadrant , si des 
points M et D on mène les lignes MQ, DS, perpendicu- 
laires au rayon CD , Tune terminée à ce rayon, l'autre 
terminée au rayon CM prolongé ; les lignes MQ , DS 
et es seront pareillement les sinus , tangente et sécante 
de l'arc MD , complément de AM. On les appelle, pour 
abréger, les cosinus, cotangente et cosécanîe de l'arc AM, 
et on les désigne ainsi : MQ = cos AM , ou cos ACM , 
DS = cot AM , ou cot ACM , CS = coséc AM , ou 
coséc ACM. En général , A étant un arc ou un angle 
quelconque^ on a cos A s= sin ( ioo<» — A) , cor A =c 
tang (loo*» — A), co&A: As^^séc (loo® — A). 

Le triangle MQC est , par construction , ^al au fig; i. 
triangle CPM , ainsi on a CP=sMQ; doaac dans le 
triangle rectangle CMP, dont l'hypoténuse est égale au 
rayon, les deux côtés MP, CP, sont le sinus et le cosinus 
de l'arc AM. Quant aux triangles CAT^ CDS, ils sont 
semblables aux triangles égaux CPM , CQM , et ainsi ils 
sont semblables .entre eux. De là nous déduirons bientôt 
les différents rapports qui existent entre les lignes que 
nous venons de définir ; mais auparavant il faut voir 
quelle est la marche prpgressive de ces mêmes lignes , 
lorsque l'arc auquel elles se rapportent augmente de- 
puis zéro jusqu'à aoo^, 

VII. Supposons qu'une extrémité de l'arc demeure 
&{e en A , et que l'autre extrémité , marquée M , par- 
coure successivement toute Tétendue de la demi-circon* 
férence depuis A jusqu'en B dans le sens ADB. 

Lorsque le point M est. réuni en A, ou lorsque l'arc 
AM est zéro , les trois* points T , M , P , se confondent 
avec le point A j d'où l'on voit que le sinus et la tan- 
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gente d*ua arc zéro sont zéro , et que le cosinus de ce 
même arc est égal au rayon , ainsi que sa sécante. Donc 
en désignant par R le rayon du cercle , on aura 
sin = 0, tang o ss o , cos o = R , sec o = R. 

vm. A mesure que le point M s'avance vers D , le 
sinus augmente , ainsi que la tangente et la sécante ; mais 
le cosinus , la colangente et là cosécante diminuent. 

Lorsque le point M se trouve au milieu de AD , ou 
lorsque l'arc AM est de 5o», ainsi que son complément 
MD, le sinus MP est égal au cosinus MQ ou CP, et le 
triangle CMP , devenu isoscèle , donne la proportion 
MP : CM :: i : ^/a, ou sin So*» : R :: i : y/2. Donc sût 5o*» 

= cos So® = — T-= T R t^a» Dans ce même cas le 

j/a 

triangle CAT devient isoscèle et égal au triangle GDS ; 

d'où Ton voit que la tangente de 5o^ et sa cotangente 

sont toutes deux égales au rayon , et qu'ainsi on a 

tdng So** = cot 5o" = R. 

IX. L'arc AM continuant d'augmenter, le sinus 
augmente jusqu'à ce que le point M soit parvenu en D : 
alors le sinus est égal au rayon , et le cosinus est zéro. 
On a donc sin 100® = R, et cos 100° = ; et l'on peut 
remarquer que ces valeurs sont une suite de celles que 
nous avons trouvées pour les sinus et cosinus de l'arc 
zéro; car le complément de 100® étant zéro, on a 
sin 100» = cos o® = R et cos 160® = sin o» = o. 

Quant à la tangente , elle augmente d*une manière 
très-rapide à mesure que le point M s'approche de D; 
et enfin lorsqu'il est parvenu en D , il n'existe plus pro- 
prement de tangente , parce que les lignes AT , CD , 
étant parallèles , ne peuvent se rencontrer. C'est ce 
qu'on exprime en disant que la tangente de ioo<* est 
infinie , et on écrit tang ioo<> = od. 

Le complément de ioo« étant zéro, on a tang o c=s 
cot ioo« et coi o:=ztang loo». Donc cot o=3od et 

cot 1 00® 5=0. 
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X. Le point M continuant à avancer de D vers B, les 
sinus diminuent et les cosinus augmentent. Ainsi on voit 
que l'arc AM'.a pour sinus M' P', et pour cosinus M'Q 
ou CP', Mais l'arc M' B est supplément de AM', puisque 
AM'-f- M'B est égal à une demi^circonférence; d'ailleurs 
si l'on mène M' M parallèle à AB, il est clair que les 
arcs AM, BM', compris entre parallèles, seront égaux, 
ainsi que les perpendiculaires ou sinus MP, M'P^ Donc 
k sinus d'un arc ou d'un angle esi égal au sinus du 
supplément de cet arc ou de cet angle. 

L'arc ou l'angle A a pour supplément 2oo<^ — A : 
ainsi on a en général 

sin A = sin (200» — A ). 

La même propriété s'exprimerait aussi «par l'équation' 
sin (100® + B)=5m (loo» — B) , B étant l'arc DM ou 
son égal DM'. 

XI. Les mêmes arcs AM', AM, qui sont suppléments 
l'un de l'autre , et qui ont dès sinus égaux , ont aussi 
les cosinus égaux CP^ GP ; mais il faut observer que ces 
cosinus sont dirigés dans des sens différents. Cette dif- 
férence de situation s'exprime dans le calcul par l'op- 
position des signes : de sorte que si on regarde comme 
positifs , ou affectés du signe + , les cosinus des arcs 
moindres que i oo^, il faudra regarder comme négatifs 
ou affectés du signe — , les cosinus des arcs plus grands ' 
que loo^* On aura donc en général 

cos A= — cos (aoo'» — A ) , 

ou cos (100*» + B)= — cos {ï 00^ — B) ;c'est-à*dire, que 
le cosinus d^un arc ou d'un angle plus grand que 100* 
est égal au cosinus de son supplément, pris négatii^ement. 
Le complément d'un arc plus grand que loo» étant 
négatif*, il n'est pas étonnant que le sinus de ce com- * m. 
plémènt soit négatif; mais pour rendre cette vérité 
encore plus palpable , cbérchons Fexpression de la dis- 
tance du point A à la perpendiculaire MP. Si on fait 
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l'arc AM=rjr^ on aura CP=:cosa:, et la distance 
. cherchée AP s= R •— cos x» La même formule doit 
exprimer la distance du point A à la droite MP, quelle 
que soit la grandeur de Tare AM , dont l'origine est au 
point A* Supposons donc que le point M vienne en M', 
en sorte que jp désigne l'arc AM' , on aura encore en 
ce point AP'= R — cos x ; donc cos j: = R — AP' s=s 
AC — AP'= — CP' ; ce qui fait Toir que cos x est alors 
négatif; et parce que CP' = CP=co* (200® — jc), on 
a cosx^S' — cos (200»— j?) , comme on Fa déjà trouvé. 
On voit par-là qu'uû angle obtus a le même sinus et 
le même cosinus que l'angle aigu qui lui sert de sup* 
plément , avec cette seule différence que le cosinus de 
l'angle obtus doit être affecté du signe -— . Ainsi on a 
sin iSo^sssi/iiSo^sss^R^/a, et co^ iSo<>s= — cosSo'' 

Quant à l'arc ADB égal à la demi-circonférence , son 
sinus est zéro , et son cosinus est égal au rayon pris né- 
gativement; on a àonasin 200^=0 , et cos 200*= — R. 
C'est aussi ce que donneraient les formules sin A = 
^111(200'* — A), et co5A = — co5{2oo®— A), en y 
faisant Ass^oo». 

XII. Examinons maintenant ce que devient la tan- 
gente d'un arc AM' plus grand que 100®. Suivant la 
définition , elle doit être déterminée par le concours 
des lignes AT, CM'. Ces Hgnes ne se rencontrent point 
dans le sens AT, mais elles se rencontrent dans le sens 
opposé AV ; d'ob l'on voit que la tangente d'un arc 
plus grand que ioo« est négative. D'ailleurs , si on 
observe que AV est la tangente de l'arc AN supplément 
fig. I. de AM' (puisque NAM' est une demi-drconférence), 
on en conclura que la tangente éHun arc ou d'un angle 
plus grand que ioo<^ est égale à celle de son suppUmeni, 
prise négativement ,àe sorte qu'on a 

tang A s= — tang (200» — A) 
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Il en est de même de la cotangente représentée par 
DS', laquelle est égale , et en sens contraire à DS cotan- 
gente de AM. On a donc aussi 

cof A= — cot (200° — A), 

Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives , 
ainsi que les cosinus, depuis 100° jusqu'à 200^. Et, 
dans cette dernière limite , on a tang 200^ = o et 
cot 200° = — cot o = — 00. 

XIII. Dans la trigonométrie il n'y a pas lieu de considérer les 
sinas, cosinus, etc., des arcs ou des angles plus grands que 200° ; 
car c'est toujours entre o et 200° que sont compris les angles des 
triangles tant rectilignes que spbériques, et les côtés de ces der- 
niers. Mais dans diverses applications de la géométrie , il n'est 
pas rare de considérer des arcs plus grands que la demi-circon- 
férence, et même des arcs comprenant plusieurs circonférences. 
Il est donc nécessaire de trouver l'expression des sinus et cosi- 
nus de ces arcs, quelle que soit leur grandeur. 

Observons d^abord que deux arcs égaux et de signes con- 
traires AM, AN, ont des sinus égaux et de signes contraires 
MP, PN, tandis que le cosinus CP est le même pour Tun et pour 
Fautre. On a donc en général 

* sin ( — x) = — sin x, 

cos { — x):=cos^x, 

formules qui servirent à exprimer les sinus et cosinus des arcs 
négatifs. 

Depuis 00 jusqu'à 200P les sinus sont toujours positifs , parce 
qu'ils sont situés dVn même côté du diamètre AB j depuis aco® 
jusqu'à 4oo<> les sinus sont négatifs, parce quMls sont situés de 
Tautre côté de ce diamètre. Soit A6N'=:x un arc plus grand 
que 2000, gon sinus P' N' est égal à PM sinus de l'arc ,AM = 
X — 2oo<> ; donc on a en général . ..• 

sinx=: — 51/1 (x— 200*). « . 

Cette formule donnerait les sinus entre 2000 et 4000 au moyen 
des sinus entre o^ et 2oo<>; elle donne en particulier sin 4000=3 
<— tin 200° = ; il est évident en effet que si un arc est égal à 
la circonférence entière , les deux extrémités se confondent en 
un même point, et le sinus se réduit à zéro. 

IJ n'est pas moins évident que, si à un arc quelconque AM 
on ajoute une on plusieurs circonférences , on retombera exac- 

22 
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ttmcnt lur l6 point M , ci Vàtc ainâ augmenté aura le même 
sinus qu« farc AM ; donc si C désigne une circonférence entière 

on 4oo<» 9 ^^ ^^^'^ 
sinx=:sin (C +z) = <w (a C+x) =fin (3 C+ *), etc. 

La même chose aurait lieu pour les cosinus , tangente , etc. 

Maintenant, que,l que soit Tare proposé Sj il est facile de TMr 
que son sinus pourra toujours s'exprimer , avec un signe conve- 
nable , par le sinus d'un arc moindre que ioo«. Car d'abord on 
peut retrancher de Tare x autant de fois i^oo^ qu'ils peuvent y 
être contenus ; soit le reste/-, on aura sinx=:sinjr. Ensuite si 
y est plus grand que aoo» , on fera jr = aoo« + » , et on aura 

g^y.^^ ji/i z. Tous les cas sont donc rédoits à celui où Tare 

proposé est moindre que 200", et comme d'ailleurs on a 
fin (loo** 4- x) = sin (loo» — x), il est clair qu'ils se réduisent 
ultérieurement au cas où Tare proposé est entre zéro et 100". 

XIV. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu de 
]a formule cos A = *î>i (ioo« — A) , ou , si Ton veut, de la for- 
mule cot A = sin (1000 -^ A) -y ainsi , sachant évaluer les sinus 
dans tous les cas possibles, on saura de même évaluer les cosi- 
nus. Au reste , on voit directement par la figure que les cosinus 
négatifs sont séparés des cosinus positifs par le diamètre DE , en 
sorte que tous les arcs dont rextrémité tombe à gauche de DE 
ont un cosinus positif, tandis que ceux dont l'extrémité tombe à 
droite ont un cosinus négatif. 

Ainsi de o» à loo» les cosinus sont positifs , de 100* à Soo» ils 
sont négatifs , de Soo» à 400» ils redeviennent positifs j et après 
une révolution entière, ils prennent les mêmes valeurs que 
dans la révolution précédente, car on a aussi eos (4ooo -f-^ ) = 

D'après ces explications, il est aisé de voir que les sinus et 
cosinus des ares multiples du quadrant, ont les valeurs sui- 
vantes : 



êtn 



o» 



tin !ioo<> = o 
sin 4000 = o 
SÎPI 6000 s=r o 
«n 800» =:o 
etc. 



sin 1000 = R 
sin 3oo° = — R 
sin 5oo» s= R 
sin 700* = — R 
«ûi goo* =3 R 
etc. 



cos 00 = R 
eos aoo* = — R 
eos 4oo*=rR 
cos 6ao» s= <~ R 
coê Soo^'âsR 
etc. 



cos ioo« = o 
cos Boo" = o 
eos 5oo<* = o 
eos 700* = o 
eos goo* = o 
etc. 



En général k désignant un nombre entier quelconque , on 
aura : 

âin^k. 100^=10, 
sin(Hk + i),ioo'>=zK 



f Ûl (4 A: — l). 100* := — R 



ooa (d A: -f- > ) • loo"* ss o 
eos 4 ^ • loo"* se R 
co«(4Ai-f-a) . 100** = — R. 
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Ce que nooa venons de dire des smns et cosinm iiouëdiii- 
pense d^entrer daos aucun détail particulier sur le< tangentes , ^ 
cotangentes, etc., des arcs plus grands que 200**; car les valeurs 
de ces quantités et leurs signes sont toujours faciles à déduire de 
celles des sinus et cosinus des mêmes arcs , ainsi qu*on le verra 
par les formules que nous allons exposer. 

Théorèmes et formules concernant les sinus, cosinus, 

tangentes, etc. 

XY. Le sinus (Pun arc est la moitié de la corde qui 
souS'tend un arc double. 

Car le rayon CA, perpendiculaire à MN, divise en fitf. i. 
deux pai*ties égales la corde MN et Tare sous-tendu 
MAN ; donc MP , sinus de l'arc MA , est la moitié de 
la corde MN qui sous-tend Tare MAN^ double de MA. 

La corde qui sous-tend la sixième partie de la cireon- 

firenoeest égale au rayon ; donc sin - — ou sin 33**^ =ïR, 

c'est-à-dire que le sinus du tiers de l'angle droit ast égal 
^ à la moitié du rayon* 

xTi. Le quarré du sinus d^un arc plus le quarré de 
son cosinus est égal au quarré du rayon , de sorte 
qu^on a en général sin' A + cos» A = R' ( i). 

Cette propriété résulte immédiatement du triangk 

rectangle CMP , où l'on a MP + CP= CM. 

Il s'ensuit qu'étant donné le sinus d'un arc on trou- • 
Tera son cosinus , et vice versa, au moyen des formules 
€0$ A=±l/(R»— «V A), sin A=db 1/ (R»— coj« A). 
Le double signe de ces formules vient" de ce que le 
même sinus MP répond à deux arcs AM , AM' , dont 
Jes cosinus CP, CP', sont égaux et de signes contraires, 
comme le même cosinus GP répond à deux arcs AM, AN, 

(i) On désigne ici par sin* A le quarré de f m A, et semblable- 
ment par eoi* A le quarré de coi A. 
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doDt les sÎDus MP, PN, sont pareillement égaux et de 
signes contraires. 

Ainsi , par exemple , ayant trouvé sin 33® | = ^ R , 
, on en déduira cos 33« \ ou sin 66» f =^/ (R»— J R«)= 

XVII. Étant donnés les sinus et cosinus de l'arc A, 
on peut trouver les tangente , sécante, cotangente et 
cosécante du même arc au moyen des formules sui- 

i^antes : 

"Rsin A , . R* ^ . R coj A 

tane A = r-" , 5ec A == 7 , cet A = — : — r— , 

^ cos A cos A ,sin A 

R» 

coséc A —. — r. 
sin A 

En effet les triangles semblables GPM , CAT , CDS , 

donnent les proportions : 

», / . - ^ » R«/iA 
CP : PM :: CA : ATouco5 Ai^m A :: R \tanek=- r- 

cos A 

R» 

CP : CM :: CA : CT ou cos A : R :: R : séc A = r- 

cos A 

PM : CP :: CD : DS ou sin A : cos A :: R : cof A=-4^^ 

smA 

R> 



PM : CM :: CD : CS ou sin A : R :: R : coséc A = . . 

sm A 

d*oîi Ton tire les quatre formules dont il s'agit. On 
peut observer au reste que les deux dernières formules 
se déduiraient des deux premières en mettant simple- 
ment loo® — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes pro- 
pres des tangentes, sécantes, etc., pour tout arc dont 
on connaîtra le sinus et le cosinus ; et comme la loi 
progressive des sinus et cosinus , selon les différents arcs 
auxquels Ils se rapportent, a^été suffisamment déve- 
, loppée dans le chapitre précédent , il ne reste rien à 
désirer sur la loi que suivent semblablement les tan- 
gentes, sécantes, etc. 
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On peut coufirmer aussi par . leur moyen plusieurs vésul- 

taU qui ont été' déjà obtenus relativement aux tangentes; 

par exemple, si Ton fait Ar=ioo<*, on aura $in A=R, et 

* Ra " 

cos A = o , donc tang loo** = — , expression qui désigne une 

quantité inBnie; car R> divisé par une quantité très-petite, 
donnerait un quotient très-grand ; donc R' divisé par zéro 
donne un quotient plus grand que toute quantité finie. Et parce 
que zéro peut être pris avec le signe -^ ou ayec le signe — , on 
aura la valeur ambiguë tang loo** = zb oo. 
Soit encore A = 200** — B^ on. aura sin A = ii/iB, et 

eos A = — cos B : donc tane ( aoo* — B ) = ^ = — 

' ® ^ ^ —jcos b 

R il/1 B „ . , j ,, ^ 

=- = — • tang B , ce qui s^accorde avec 1 art. xn. 

cos B . «^ ' * 

xYiii. Les formules, de Farticle précédent, com- 
binées entre elles et avec l'équation ^//i» A + cos* A 
= R"*, en fournissent quelques autres qui méritent at- 
tention. 

On a d'abord R* + to/ig» A = R' + r — 

cos A 

R* ( sin* A + cos* A) R4 

= i- ; •' = — , donc R» + tans* A 

cos* A cos* A 

z=séc* A, formule qui se déduirait immédiatement 

du 'triangle rectangle CAT; on aurait de même, par 

les formules ou par le triangle rectangle CDS , R' + 

cot* A = cosec* A. 

Enfin , si on multiplie entre elles les formules 

. R sin A A R cos A ^ . 

iane A = r- , cof A = — : — r- , on aura tang A 

^ cos A sin k ^ . 

R» 
X cot A=R*, formule qui donne cot A=-— - — r- , 

' ^ tang A 

et tans A=: r* On aurait de même cot Bss:: 

^cotk 

R' 

5^. Donc cot A : co^ B :: tang B : tang A ; c'est-à- 

tang B 

dire , que les cotangentes de deux arcs sont en raison 
ini^erse de leurs tangentes. 
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Otte formule coi A K toii^A = R> ie déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem- 
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT: CA::CD 
:D5, ou tang A: R;:R icatA. 

XIX. Étant donnés les sinus et cosinus de deux 

arcs d^ethy on peut déterminer les sinus et cosinus 

dé la somme ou de la différence de ces arcs, au moyen 

des formules suit^antes : 

. _. sin a cos b'\-sinbcos a 
sin (a4'^)=g ' ■ p 

. ^ ,. sinacosb — sinbcosa 
sm (a— ^)= 1^ 

■ - ^ cos a ces b^^sin a sin b 

cos [a+b) s^ ■■ ^ ■' 

-, eosàcosb+êina sin b 
cos [a — b)=z 5 ^ 

«fi. ». Soit le rayon AG es R, l'arc AB = a , l'arc BD t=z ^ , 
et par conséquent A6D=:a + *. Des points B et D 
abaissez B£, DF, perpendiculaires sur AC; du point 
D menez DI perpendiculaire sur BG , enfin du point I 
menez IK perpendiculaire et IL parallèle à AG. 

Les triangles semblables BCE, IGK, donnent les 
proportions 

• JL 

CB : CI :: BE : IK ou R : cosbi: sin a i lKs5=.^^-^*g 

M-n M> ^m,m^ .r ^. ^_ cosacosb 
CB : CI : : CE : GR ou R : cos bv,cosaiCJLz= ^ 

Les triangles DIL , GBE , qui ont les côtés perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables et donnent 
les proportions 

CB:ni::CE;I>LouR:«aA::w*«;DLB»^2îfi!îL 



Œv^v n^ -_ •* . , . n sin a sin b 
: DI :: BÊ : IL ou R : sin b :: sin ai 11»=: 
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Mais on a 

IK + DL = DF=«/i {a + b),et CK — IL=:CP= 

cos (a-^- b). Donc 

. . - . sin a cos b + sin b cos a 
«n(fl+6)= g 

, ... cos a cos b — sin a sin b 
cos (a+^)=— — — — • 

II serait facile' de déduire dé ces deux formules les 
yaleurs de sin (a — b) et de cos {a — 6); mais on 
peut les trouver directement par la même figure. En 
effet , si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en M , on aura BM = BD = b,* 
et Ml=:lD.=stn b. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire et MN parallèle à AC; puisque MI=DI, on 
aura MN=IL, et 1N=DL, Maison a IK — IN = 
MP=:sm(a--.3), etCK+MW = CP=<?o* («— ^)î 
donc 

• / i\ '<Vt a cos b'-^sin b cos a 
sin (a — ©)= 



cos {a — b) 



R 
cos a cos b •{- sin a sin b 



R 
Ce sont les foirmules qu'il s'agissait de démontrer. 

Oo pourrait craindre que la démonstration précédente ne fût 
pas assez générale, parce que la figure qa*on a suiyie suppose 
les arcs a et h, et même a + ^ pliis petit que loo^. Mab d'abord 
la démonstratfon s'étend sans peine au cas où a et ^ étant plus 
petits que 100°, leur somme a+6 est^ioo®. Alors le point F 
tomberait sur le prolongement de AC , et le seul changement à 
£iire dans la démonstration , serait de prendre co$ (^4-^) = 
— CF ; mais comme on aurait en même temps CF=:IL — CK , 
il en résulte toujours ço$ ( a^h) 7= CK. ^ IL , ou R cos ( a-^-h) 
= C09 a ços h-^sin a sin b. 

Supposons maintenant que les formules 

R sin (a-|-^) =s sin a cos b-\^in b cos a 

R cos (a-f-^) = ^^' ^ ^^' b — sin a sin h 

•oient reconnues exactes pour toutes les valeurs de a et de 6 , 
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moindres que les limites Â et B , je dis qu^elles auront encore 
lieu lorsque ces limites seront loo'^-f-^ ^^ ^• 

En effet , on a généralement , quel que soit Tare x, 

$in ( ioo°-fa: ) = cos x 

cas l lO0*+x)=: — 41/1 X. 

Ces équations sont manisfestes lorsque x est ^ loo**, et on 
s*assure aisément quVHes ont lieu pour toutes les valeurs 
de X , au moyen de la fig. i8, où MM" et M'M"' sont deux 
diamètres perpendiculaires entre eux , et où Ton peut prendre 
successivement pour x les valeurs AM, ADM' , ADBM'^^ 
ADBEM''', ou ces valeurs augmentées de tant de circonférences 
qu'on voudra* 
Cela posé, soit x = m'\-h , on aura 

sm ( 100°+'"+^ ) = ^^* (ot-J"^ ) 

cos ( loo^+iiî-J-^) = — sin (m-^-b ). ' 

Mais, suivant Thypothèse, on connaît les valeurs des seconds 
membres , tant que m et b n'excèdent pas les limites A et B ; 
donc dans cette même hypothèse on aura : 

R sin { ioo°*4-m-}-^ ) = co5 m cos b —sin m sin h. 

R cos ( lOO^+Bi+fc) = — sin m cos b — cos m sût b. 

Soit loo^'-l^mzca, puisqu'on a sin ( 100°-}^ m) = cos m 
et .cos ( loo» -}- m ) = — sin m, il en résultera eos m = sin a 
et sin m =: — cos a; donc en faisant cette substitution dans les 
équations précédentes, on aura : 

R sin [a-\'b) = sin a cos b -f* cos a sin b 
R cos (a-j" ^) = cos a cos b — sin a sin b, 
D*où Ton voit que ces formules, qui nëtaient démontrées 
d'abord que dans les limites a <^ A , 6 «^ B , le sont maintenant 
dans les limites plus étendues a <^ 7000 + A , 6 <^ B. Mais, par 
la même raison , la limite de b pourra être reculée de 100**, 
ensuite celle de a ^ ce qui peut se continuer indéfiniment; donc 
les formules dont il s'agit ont lieu ; quelle que soit la grandeur 
des arcs a et 6. ' 

L'arc a étant composé de la somme des deux arcs a — b eib , 
on aura , d'après les formules précédentes, 

R sin a = «in (a — b) cos b -|- cos (a — b) sin b 
R cos a = cos {a — b) sin b — sin {a — b) sin b. 
Et de celles-ci on tire : 

R sin (a — b)=z sin a cos b — - sin b cos a 

R cos {a — 6) = cos a cos b + sin a sin b, 

formules qui auront encore lieu pour toutes valeurs de a et de b. 



• ^ 
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XX. Si dansies formules de l'article précédent on fait 

^ = a , la première et la troisième donneront 

1 sin a cos a cos^ a — sin^ a 

sin na = ^ , cos ia =; =r . 

il. • xi 

.Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus d'un 

arc double , lorsqu'on connaît te sinus et le cosinus de 

l'arc simple. C'est le 'problème de la duplication d'un 

arc. 

Réciproquement pour diviser un arc donné a en 

deux parties égales , mettons dans les mêmes formules 

ja à la place de a, nous aurons 

2 sin \ a cos ^ a cos^ ~a — ««' ^ ci 
sm a = 5 =— , cos a = — ^ — • 

Or, puisqu'on a tout-à-la-fois cos^^a-^-sin^ ja=:R», et* 

cos^ ^ a — 5m» 7 û5 = R cos a, il en résulte 

co5»^a = 7R> + 7 R cos a, et sin^'j a = ^ R»— ^Rcos a, 

donc 

sin^a = Y/{i'R^--iRcosa) 

co5^a = ^/(^R>-t-iRco5aJ. 

Ainsi , en faisant a= ioo°, ou cos a=:o , on a sin 5o«= 
cos 5oo=|/7 R»= R j/^; ensuite si l'on fait a = 5o° , 
ce qui donne cos a := R (/^ , on aura sin 25* = 

xM. On peut aussi avoir les valeurs de sin l a et cos 1 a expri- 
mées par le moyen de sin a, ce qui sera utile dans beaucoup 
d*qccasions; ces valeurs sont : 

«ml a = i. J/{R* + R sin a) — i ^/(R* — R sin a) 
cosLa = L |/(Ra + R sin a) -F ^ V/(R* —B,sina). 
En effet, si on élève la première au quarré, on aura sin* J^a 
= i.(R* -l- R5i»a)-J-i.(R^— R«rt/i) — il/(R* — R*«Va) 
= ±11» — i. R C04 a; on aurait de même cos* i-assJR'+i-R 
COS a, ce qui s'accorde avec les valeurs précédentes dé sin -i a et 
cos La. Il faut cependant observer que , si cos a était négatif, 
le radical V/(R* — R ««a) devrait être pris avec un signe con- 
traire dans les valeurs de sin La ci .co$ - a , ce qui changerait 
Tune dans Tautre. 
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nn. Au ttojoi 4e eei formules, il est faeile de déterminer les 
sinus et cosinus de tous les dixièmes du quadrant. 

Et d*alK>rd soit sin aoo=r x , ax sera la corde de 40**, ou le côte 
du décagone régulier inscrit; or, ce côté est égal au plus grand 
* 5* 4* segment du rayon diyisé eu moyenne et extrême raison ^i donc 
si on fait le rayons i , on aura 1 s ax :: ix: i — ax. De là on 
tire 4x*sa:i-^ax,oiix>+^x=s^ 5 donc (x+i.)»==| + JL.r=sJ^; 
donc x4*Xss i.|/5,et enfin x ou sm ao^ss^ (^ t -4^|/5). 

Cette valeur , éleyée au quarré , donne sin* ao» = y^ ; 

10 

donc I — sin* ao«, ou cos* ao« s= 'Q"r^K ,, ^ Maisco*«<i-.«m»« 

10 

s= eos Vka, donc eos 4oo ou sin 60° =r ^"^^^ = * '' *^ . 

16 4 

Maintenant , si dans les formules du n" zzi on fait R =r i , 

a == ao*", et m a =r ± (— 1 4. |/5), on en déduira 

sin I o» = 1 1/{3 + 1/5) — i. 1/ (5 — 1/5) 

co* io« = 5 1/(3 + i/5) +« 1/(5 - 1/5), 

Si ensuite on fait dans les mêmes formules a = 60**, et 
sin a = 1 (1 + 1/5), on aura 

*OT 3o» = 1 1/(5 + 1/5) — ± |/(3 — 1/5) 
co5 3o• = l^/(5 + ^/5)+l|/(3-|/5). 

Avec ces râleurs et celles qu*on connaît déjà de sût 5o<>, et de 
4in loos on peut former le tableau suivant : 

sin 0'':^COJX0O°;^o. 

sin io° = co5 90*'=ii/(3+V/5) — iI/(5^t/5) 
sin ao" = cas 8o« = i (— i + 1/5) 

fin 3o"» = co# 70« = iK(5 4- 1/5) -J^/(3^l/5J 

sm 4<>°=<^of 6o' = 11/(10-* a 1/5) 

sin 5o° = <:o5 5o*' = i|/a 

jin 600 =^cos 40° = ^ ( I 4- ^/5) 

«îh 70» = eos 30» = i |/(5 + j/5) + i |/(3 — |/ô) 

sm 8o» = coj ao» = J |/(i o + a |/5) 

SM 90»îactfo« io«a=:i|/(3+|/5) + iV^(5 — V^5) 

sin lOOOsrtfOf o°=i. 

Ces valeur» peuvent se simplifier encore, puisqu'on a 

1/(3 + l/5) = i|/io + il/a et 1/(3 — |/5)s=i|/io--iVa; 
d'où Ton voit qu'en regardant comme connues i/a,^5 et |/io, 

il ne reste que quatre extractions de racines qnarrées à faire 
pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous les arcs mul- 
tiples, de 10°. 



TRIGDNOM^TRIE. 347 

xxiiL Noos Ur«ron0 de cet formules dons consëqueDcet re^ 

marquables. i"* Puisque a «m 40*" est la^corde de 8o% ou le côte 

du pentagone régulier inscrit, ce côté =sj |/(io — a |/5), son 

10—- 2 1/5 
quanré?=' ■■■ .. v .... I«e côte du décagone régulier 5=73 tûi s»* 

^i (—1 + 1/5), son qnarrô œj (6^a|/5); ori(io*- 9|/5) 
^i + i(6 — ^l^^)- Donc la sommejaii0 du ffuarré du ra/on 
9t du quarré du côté du décagone , c»t égale au quarri du pen- 
tagone régulier inscrit, 

a° Entre les sinus des divisions décimales impaires du qua- 
drant, on a cette relation 

»in 90* + 5ifi 3oo + fin io« ar sin Se» + êin 70°, 
et les divisions paires donnent senblablement nn 6o«s8 
9in ap*' + i* Mais ces formules ne sont que des cas particuliers, 
et oil peut démontrer que x étant un arc d'un nombre quel- 
conque de degrés , on a 

«1/1(100°— x)+5zn(ao**+a:) +4m(ao'*—x)===5i/i(6o"--x)+iî>i(6o''-f'x) . 

En effet , la formule sm (a 4^ &) 4- '<'> (a — • 6) = a «m a cos hy 
donne 

êin (ao** -f* ') + 'I'' (ao* «- x) 1= a $in ao<> cos x 
sin (6o<' 4* ') ~f~ ''" (^ «^ x) s: a si/i 6o<^ cos x. 
Donc, puisqu'on a sin6o'^ — sin ao*=t: J, et cos a: =5{>i(ioo° — x), 
ces deux équations retranchées Tune de Tautre, donneront 
si>i(6o*'4'') '^'"' (60°— x)—sm(ao°+x) -s«ii(20°— x)^«mi(ioo*'— x). 
Formule d*ou Von tire Téquation des divisions impaires en fai- 
sant X = I o**, et qui en général peut servir à la vérification des 
tables de sinus. 

XXIV. Si dans les formules première et troisième de 
l'article xix, on fait hzsma, on aura 

. MnMucosw^cosiasùm ços %a ciksn'-^gim%nsina 
si/i3a= -n ,co5 3a:^ ^ . 

Substituant dans celles-ci, au lieu de ^m ia et cos ^a, 

les valeurs trouvées dans l'articie xx , et simplifiant les 

résultats au moyen de l'équation jiVa-4-co5*a=:R*, 

on aura 

4 sin} a 



9W, Su 5s 3 sm o, ••^^ ■w wu» . 

„ Lços^a , 

eos oa == -i--- 3 eos a. 

JK.» 

Ces formules, qui servent à la tripiicalion des arcs , 
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peuvent servir aussi à opérer leur trisection ou division 
en trois parties égales. En effet , si on fait sin 3 a = c 
et s£na:=sx, on aura pour déterminer j: Téquation 
cR*=3R'J? — i^x^. D'oïl l'on voit que le problême 
de la trisection de l'angle , considéré analjliquement , 
est du troisième degré. 

Si dans les mêmes formules de l'article \ix , on fait 
successivement b=:3a, b=:i^a, etc., on aura les 
sinus et cosinus des arcs ^a, 5a, etc. ; c'est-à-dire , en 
général , les sinus et cosinus des multiples de a. Récipro- 
quement les formules qui servent à la multiplication 
des arcs , donneront les équations à résoudre pour 
diviseï^ un arc donné en parties égales ; c'est-à-dire , 
pour déterminer 52/1 a ou cos a, lorsqu'on connaît ^m n a 
et cos n a. 

zxy. DëveJoppons encore les valeurs de sin 5 a et cos 5 a^ et 

pour cela prenons les formules 

... , . sin 3 a cos a a 4- cos 3 a sin a a 
sm (3 a -J- a a) = ' 

11 

- . , ^ cos 3 a cos a a — sin 3 a sin a a 
co«(3a-paa)= . 

A 

Si on y substitue les valeurs déjà trouvées art. zx et xxiv, on 

aura, après les réductions, 

. - _ . ao 51/1* « , i6 sin^ a 

sin 5 « = 5 sina 1 ,^. ■ 

R» ~ R4 

- "« ao cos^ a , i6 cos'^ a 
coi5fl = 5coja g^ 1 p . 

D*où Ton voit que le problème de la quintisection de Tangle 
serait du cinquième degré , et ainsi des autres divisions par les 
nombres premiers 7 , ii , i3 , etc. 

XXVI. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur de 
sin 1» approchée jusqu'à quinze décimales, ce qui peut être 
utile pour la construction des tables de sinus. L'expression de 
sin lo», trouvée n" xxii, étant réduite en décimales dans la sup- 
position de R= I, donne sin io« == o . i5643 4465o 4oa3i ; delà 
on tirci, par la formule du n° xxi, sin 5«»r=o . 07845 90967 a7845. 

Soit maintenant sm 1® = x, il faudra , pour avoir x, résou^ 
dre l'équation 

16 x5 — ao x' -|- 5 jc = o . 07845 90967 37845. - • 
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Si, pour abréger, on fait' le second membre =c^ on aura 
à-peu-près 5 x — ao x^= c,etx = ic + 4(4 <?)'• Or, 1 c = 

• O O O 

o . 01669 18191 ej: 4 (7^)^ = o . ooooi 5456 ; donc on a, pour 

première approximation, x = . 01670 7275, valeur qui n'est 
en erreur que danai la huitième décimale! Pour en avoir une 
plus exacte, soit x = o . 01670 78 4~ y, on aura , en substituant 
dans l'équation proposée, et négligeant le quarré et les autres 
puissances dejr, 

o . 07846 90094 a49^7 "h 4 * 98620 17^=0 . 07846 90967 37845 ; 
d'où Ton tire j^ = o . 00000 00173 1 18207 ) et 

X ou 51/1 i<» = o . 01670 73173 118207. 

Du sinus de 1° ou 100', on déduirait semblablement les sinus 
de 5o', de 10', de 6', et enfin celui de 1'. 

XXVII. Les formules de Tarticle xix fournissent un 
grand nombre de conséquences , entre lesquelles il 
suffira de rapporter celles qui sont de Tusage le plus 
fréquent. On en tire d*abord les quatre suivantes : 

sin a cos ^ = ^ R sin (a + ^) + ^ R sin (a — r b) 
sin h cos a = j R sin (a + b) — -j R sin {a — b) 
cos a cos ^ = {• R cos {a — b) + 7 R cos {a + b) 
sin a sin 6 = ^ R cos {a — b) — |- R cos (a + b) 

lesquelles servent à changer un produit de plusieurs 
sinus 'ou cosinus , en sinus et cosinus linéaires ou mul- 
tipliés seulement par des constantes. 

xxTiii. Si dans ces formules on fait a -^ b i=:p, 

a — bz=zq^ ce qui donne a :=i' *-, b =-— ' — '- , on 

en déduira 

sin p •{> sinq^zz.-^ sin iip -V q) cos ^ [p — q) 

sinp — sinq^=r^sin ^ {p — q) cos { {p -{• q) 

cosp + coêq = ^cos{[p + q)cos \{p'-'q) 

cos q — cospz= ^ sin i {p + ç) sin i{p — q). 
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NouTelles formutes qa'on emploie souvent dans les cal- 
culs trigonométriques pour réduire deux ternies à un 
seul, 
xzix. Enfin, de ces dernières on tire encore par la 

division, et ayant égard a ce que — — 



cos a K cot a' 
celles qui suivent : 

sin p'\-sînq _ sin Hp-^-ç) cas j {p—q)_tang\ (p+<y) 

sin p—sin q cos Hp + q) sin i {p — q) tang y {p-^q ) 

sin p+ sin q __ 9in {{p-^- q)_Jang\ (p >f q) 

cosp^cosq cosj{p-\-q) R 

sin p + sin q _ cos { (p — q)^Ot i{p — q) 

cos q — cos p sin 7 {p — q) R 

sinp — sin q sin 7 {p — q) _ Jang ^ {p — q) 

cos p + cos q cos 7 {p — q ) R 

sin p — sin q cos j {p-\-q ) cot {(p+q) 

cos q — cos p sin Hp + q) R 

cos p-^- cos q_cos 7 {p-Vq) cos 7 {p—q)_ _ cot jip + q) 
cos q—cosp'^sin ^ (;? + 9)' sin j {p — q)~tang{(p — q) 
sin (p -f q) _ jk sin {(p-^q) co^ 7 {p+q) _ fo^ t ()p +?) 
sinp'\- sin q ^sinUp-^-q) cos 7 {p--q) cos^ (p—q) 
sin {p + q)^ sin | {p'\-q) cos j {p^q)^sini (p-^q) 
sin p — sin q ^sinj^ {p — q) cos i(p'¥q) sin 7 {p — q) 
Formules qui sont Texpression d'autant de théorèmes. 
De la première il résulte que la somme des sinus de 
deux arcs est à la diff'érence de ces mêmes sinus, 
comme la tangente de la demi-somme des arcs est à 
la tangente de leur demi-difference. 

XXX. Si on fait ^ = a ou ^ = o dans les formules des 
trois articles précédents , on aura les résultats qui 
suivent : 

cos^ fl = 7 R' + 7 R cos 2 a 

5m»a=jR« — \Vicos ia 



R + co*;>= g-iC 
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R — cosp = *^ 

MX 

isin^pcos^p 
sm p^=L si lit- 



sin 



_taTi^L.p _ R 



R + co5)p R cot^p 

sinp cot^p , R 

R — cos'p R tang^p ' 
R+ cos p cot^ {p R» 

R — cos p R« fa/igf' -j p* 

XXXI. Pour développer aussi quelques formules rela- 
tives aux tangentes , considérons l'expression 

tang (a-^-b) = ^ yy, dans laquelle la substitu- 
tion des valeurs de 5m (a + b) et cos (a + b), donnera 

/ . Tx ^Isin a cos b-{-s£n b cos a) 
tang (a + ^)=_î -_ ;__-: L. 

cos a cos b •— sm b sin a 

g^ . cos a tans a . , cos b tane b 
Or, on a sm a=3= ^ et^wi ^= ' ^ ; 

substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les 
termes par cos a cos b , on aura 

^ i^^^^^'^'itanga + tangb) 
^^ ' ^^ — tang a tang b' 

C'est la valeur de la tangente de la somme de deux 
arcs, «exprimée par les tangentes de chacun de ces 
arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 
différence. 

tane(a^b)^%i^f^!^i±:Z^^^^ 
^ ' B.^ '\- tang a tang b 

Soit b:ss.a, on aura pour la duplicatioà des arcs la 

fcrmule 

. 2 R' tane a 
tang a a==^; 2 — 

° R' — tang* a 

d'où résulterait 
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Soit ^ = 2 a, OQ aurait pour leur triplicatioo la for- 
mule 

^ K^ (tanea + tane^ a). 

tans 3 a:=i—^ 2 2 L . 

° R' — tang a tang 2 a 

dans laquelle si on substitue la valeur de tang ia, on 

aura 

f^^^ vt ^ 3 R' tang a — tan^ a 
tangZa^ R'_3 ^a/ig' a ' 

XXXII. Le développement des formules trigonométriques « 
considéré dans toute sa généralité , forme une branche impor- 
tante de Tahalyse , sur laquelle on peut consulter Texcellent 
ouvrage d*Euler , intitulé' : Jntrodùctio in anaL Inf.y ou sa 
traduction par M. Labey. Nous croyons cependant devoir 
démontrer encore les formules qui servent à exprimer le 
sinus et le^ cosinus en fonctions de Tare, formules dont la 
connaissance est supposée dans la note y, et qui d^ailleurs sont 
nécessaires pour la dbnstruction des tables. 

£t d'abord, supposant le rayon=i, ce qui n'altère pas la 
généralité des résultats, on a la formule cos* À-^-sirt' A = i , 
dont le premier membre peut être regarde comme le pro- 
duit des deux facteurs imaginaires cos A -}* ^ — ^ ^<'* ^ et 
cos A — ^-— I sin A. Si on multiplie ensemble deux fac- 
teurs semblables cos A + 1/ — i sin A , cos B + ^/ — i sin B , 
le produit sera cos A cos B — 5m A sin B -|- ( sin A cos B -j* 
sin B cos A) ^ — i , et il se re'duit par conséquent à la forme 
cos ( A + B ) + J/ — I sin ( A + B ) , laquelle est semblable à 
chacun des facteurs. On a donc en général 

{cos A+i/— nmA) (coiB+J/— ismB)=rco5(A+B)+|/— i*i«(A+B), 

et il est remarquable que la multiplication, de ces sortes de 
quantités s'exécute en ajoutant seulement les arcs, ce qui est 
une propriété analogue à celle des logarithmes. On en conclura 
successivement 

(co5A-{-|/— i5mA)(co5 k-^-V—isin A)==co5aA-|-|/— iW/iaA 
(co*A-f.|/--i«nA)(co5aA-}-V/--i5i/i2A)=co5 3A+l/---i«««3A 
(cos A+l/— isiViA) (co53A-f-i/— I 5i>i3A)=co*4 A-f |/— i"" 4 A 
etc. 

Le premier produit est égal à (cos A + J/— i sin A)*, le 
second est égal à ( cos A + |/— i sin A)^ et ainsi de suite. 
Donc, en général , n étant un nombre entier quelconque on 
aura 

(co5 A + J/— r Jin A )« = cq5 n A -j' j/—- 1 sin n A. 
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De là rësnlte , en changeant le signe de |/— i , 

( cos A — |/— 1 sin A )»=cos n A — ^/— x sin n A , 
et de ces deux équation? qui sont une suite Tune de Vautre 
on déduira les valeurs séparées de ain «A et coa «A , savoir : 
coj n A = J (cQs A+J/— I sin A )n+i ( co* A — l/— ijw A )« 

"" " ^ = ^JPZI; (<^o* A+I/-Ï sinA)n^ jpi-- (cas A-I/-1 5mA)- 

xxxin'. Si on veut exprimer les m^mes quantités en 
séries, il faudra développer par la formule du binôme 
( cos A + 1/ — I ain A )», ce qui donnera 

cos^ A + - cosn—i A «m A 1/— I 1 — Hl cos^—^ A *in* A 

* ■ 1*3 

Et cette quantité étant la valeur de cos n A + 1/ i «m n A 

on égalera séparément la partie réelle à cos o A , et la partie 
imaginaire à \/ — i sin n A. On aura donc 

cosnA=co5nA —-cos A*i/iaA-l 1^^— co^ ^Asm^A-ctc. 

*•* i<a.t).i| 

JUS R A=n cos A sinA ^-^^ — cos A si»' A+etc, 

séries dont la loi est facile à saisir , et au moyen desquelles 
on trouve le sinus et le cosinus d'un arc multiple de A 
d*une manière beaucoup plus prompte que par les opérations 
indiquées art. xxiv. 

XXXIV. Puisqu'on a sin A :=^cos A tang A,, ces séries peuvent 
se mettre sous la forme 

A «a/ "•" — ** -.A I w.rt— i.n — a.n — 3 .. \ 

co«/iA=cos»A/ I j-^ tang'A.-^ 1 -x ^ &, tang^Ar-^tcA 

SIR R A =cos»A ( tang A 5 tang^ A + etc. ] 

Soit R = -^ , on aura, en substituant cette yalear et consef- 

A 

vant cependant le facteur cos» A , 

// ar.ar — A tang* A . x.x—A.x—^A.x—SA tane^A \ 

COSX±=COSnA[ l . TZ^nr' a~7 • Tl CtC. | 

\^ i.a A» * i.a.3.4 A4 ^*^'j 

. /x tang A' x.jc — A.a: — a A tane^ A . \ 

Dans oes formules on peut prendre A à volonté; supposons 
A très-petit y alors— ^ — sera trés-peo différent de Tunité, 

23 
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iwrce que U tangente d'un art très-petit est presqu'é|pil« 
à TaMb Cependant, taot que Tare n'est pas nul, on a 

tamg A>A (i> «• ""f ' >'y on a en même tempo 
. . * * 1 ^^ne A ^ tang A tans A ^ i ^ 

là on voit que le rapport ^J ■ est toujours compris entre 

les Umîtes i et -r. Soit A = o , on aura cos A = i ; donc 

puisque — ^ — est compris entre i et > . , il faudra qu'on 

ait exactement 7 = i. Donc en faisant A = 0, on aura 

A 

/ jc* x4 ** "X 

eo« «scos'^A ( I — h 5-7 — . ^ a / g g 'f ^^<^- I 

\ i.a i.a.3.4 i.3.3.4«ô.D / 

' "m "'^ rrro "^ ^*^ V 

n reste à yoir ce que devient cos^ a, lorsque A diminue 

de plus en plus, et devient enfin zéro. Or, on a , . ^ 

I 

sé€^ A^ssi'^tang* A; donc cos A=(i-f-<f'^* A) *, donc 



eoi» A=(i+^«'«é^* ^) '=' tang* A-j — ^-^ tangi A — etc. 

Substituant au lieu de n sa valeur x 9 on aûfa 

A 

coj» A= 1 — i A. — ^- h ^. A*. — fî etc. 

a , A* ' a. 4 A* 

9i l'on imagine maînlenant que A dioMsue de plus en plue , 

X restant la même, la valeur de cof* A approchera de plus 

en plus de TuniCë; enfin, si Ton fait Aso et ^"f =1 , 
en aura «saettment eos« As= i. Donc on a les fortaules 

X* x^ x^ 

co j « =: z — --- -f< yy— , . . .i ■> j, etc. 

1.3 i.a.3.4 I. a. 3. 4. 5.0 ' 

«m xsijr-**-^ -+ ■ fc , , — ' etc. 

i.a«3 ' i.a.3.4*3 

fig. f . (i) AT est plus grand que AK, parce que le trianglf ATC est au see- 
M» AGKm ÀTX ^ AG : iM X i. JU3 : î AT : AM* 

(s) AM est pins grand que MP , parce que Tare MAN est plus grand que 
ta corde MN. 



3r\ 

e 
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par lesquelles ob poarra calculer le sinus ei le cosnlul d*iiil 
arc dont la longueur est donnée en parties da rftjros pfis p6âr - 
unité. 

xxzv. Ces mémed valeurs peuTent être etprimëes d'tme ma- 
nière succincte, par le moyen des exponentielles. Pour celdf, 11 
laot se rappeler que e étant le nombre ckmt le logarltbm^ hy- 
pwMîqoe est 1 ) on a 

•^1^ i.a * x.2.3 ' i.a.3.4 
di , dans cette formule , on fait z = a: V^— i , il en rësuttera 

' ' I i.a i.a.3 'T"i.a.3.4 i.ti.3.4«5 

On aurait semblablement en changeant le signe de |/^ — i 

I x.% ' i.a.3 ' i.a.3.4 i*»«3.4*â 

De là on tire 

e *^ +é "^ x» - x4 ^ 

a i.a ' i.a.3.4 

a|/ — 1 . *~"i,a.3"**i,a.3.4.5 

séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvas 
pour cos X et sin x. Donc on a 

eoMxz=: ' , un X = I. j . 

a a|/^i 

e — tf sinx 

d'où rontire ^_ -xt/-)-! ~ i^-" ' S;i=^V-^» *'»Ê*' 

fornuile dont m» a fait usage , dote xv. 

Les inémes formules donnent «^ r ""' = cos x + 1/ — i sin x , 
#~*K^* = coi X — |/— I stn ai; donc, en divisant l'une 

M . ax|/-«- 1 <?oj X + 1/ — I ii/i X 

par raiitre, on aura e ^ = ' ^ T , ' ' i '■ —g 

■^ CO* X — |/ — I «Il X 

f T r 7" ^ - , ou en prenant les logarithme» de chaqoe 
X — 1/— I tang X ' ^ ^ ^ ^ 

membre , ax 1/ — 1 =log. ( ■ |\ . ' "" )• Mais on sait 

(I ■ \'» z\ a a 
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^^ I iâitg X •VL lien de s , et dirisant de part et d'autre par 
2 ^ — 1 , on aura 

x=tangfX — i Umg^ x -^ i. tangf^ * "~ y ^^^i^ * + etc. 
Formule très-simple qui sert à calculer Tare par sa tangente 9 
lorsque celle-ci est plus petite que l'unité. 

zxxTi. Pour appliquer les formules préce'dentes à la détermi- 
nation du sinus et du cosinus d'un arc donne' en degrés et par- 
ties de degré , il faut avoir la longueur de cet arc exprimée en 
parties du rayon , ou , ce qui revient au même , il faut avoir le 
rapport de cet arc au rayon. Or, le rayon étant i, la demi-circon- 
férence ou l'arc de aoo<*= 3. 14 169 a6535 89793a. Soit ce nom- 
bre =«• la longueur de Tare — . 100^ sera — .-: donc si on 

fait dans les formules précédentes jc = — . ^ , qu'ensuite on re- 
mette la valeur de c , et qa*on calcule les coëiEcients jusqu'à seize 
décimales , on aura les formules suivantes : 



sin I — . loo* J = 



m 



1.57079 63267 948966 — 



m* 



-^ 0.64596 4<>97^ 0624^3 -3 



H' 

m' 



+ 0.07969 26262 461670 — ^ 

— 0.00468 17541 353187 — - 

+ 0.00016 044111847874 — 

mit 

— 0.00000 35988 43^352 -Yj 

HfiS 

+ 0.00000 00569 217292 — 



(t— )= 



eos 



1. 00000 00000.000000 



— 1.23370 o55oi 361698 



m 



i5 



— 0.00000 00006 688o35 — -, 



n 



i5 



4- 0.00000 00000 060669 

— 0.00000 00000 ooo438 ^^^ 
^ 0.00000 00000 ooo6o3 



m»7 
m*' 



"S 

-f- 0.25366 95079 010480 —i 

— 0.02086 34807 63353o — j 

itt' 
-f- 0.00091 92602 749394 -~g 

m" 

— 0.00002 5 2020 4^3731 -^^ 

-{* 0.00000 04710 874779 

— 0.00000 ooo63 866o3i 



m] 
m" 
m'* 

1^ 



-f- 0.00000 00000 656596 
— 0.00000 00000 005294 



m 
"n 
m 



iS 



m" 



+ 0.00000 00000 000034 —71 
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Les sinus et cosinus des ares depuis aiëro jusqu^à 5o% compren* 
oent les sînns et cosinus des arcs depuis So"* jusqu'à ioo<*; car 
on a sin {5oo^z)^=:cos (5o'— a) et coi (5o^-f-2) =#iii (So°-=—z). 

Donc, dans les formules qui donnent les valeurs de sin — zoo^ 

n 

eicos — looo, on pourra toujours supposer — -^ij de sorte 

que les séries seront tellement convergentes, qu*il n'en faudra 
jamais calculer qu'un petit nombre de termes, surtout si on n'a 
pas besoiti de beaucoup de décimales. 

Si on fait successivement — = — , — , — , — , — ,on trou- 

n 10 10 10 10 10 

yera les résultats suivants : * 

sin 10° = cos 90<> = 0. i5643 44^^^ 4oa3i 
sin no° = cos 80** = o. 80901 ^9943 7494? 
sin 3o«= cos 70"= o. 4^399 04997 ^9^4? 
sin 40** = cos 60** = o. 58778 '52622 92473 
sin 5o<> = cojr 5o° = o. 70710 6781 1 86548 
sin 60° =C05 40** = o. 80901 69943 74947 
sin 70^= cos 3oo=;o. 89100 6534 1 88368 
sin 80° =:co< 20° := o. 961 o5 65 162 96164 
sin go^i^cos ioo:=o. 98768 834o5 961 38 
sin 1000= cos 0^=:: i> 00000 ooooo 00000 

lesquels s'accordent avec les formules algébriques du n9 22. On 

•wi I 

trouvera pareillement , en faisant — = — , la même valeur de 

sin 10, qu'on a trouvée n» 26; et la grande facilité av^ laquelle 
on parvient à ces résultats , est une preuve de Pezcellence de 
la méthode. . 

De la construction des tables de sinus. 

XXXVII. Les savants utiles à qui on doit la première construc- 
tion des^tables de sinus , ont fondé leurs calculs sur des mé- 
tbodes ingénieuses , mais dont Tapplication était fort pénible. 
L'analyse a fourni depuis des méthodes beaucoup plus expédi- 
tives pour remplir cet objet ; mais les calculs étant déjà faits , 
ces méthodes seraient restées sans application, si rétablisse- 
ment du système métrique n'eût fourni l'occasion de calculer 
de nouvelles tables conformes h la division décimale du cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre dans 
la construction des tables , supposons qu'il s'agisse de calculer 
les sinus de tous les arcs de minute en minute, depuis i minute 
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JBiqu'à xoooo minntet #u loo degrés ; nous feront le rayon =: i , 
Tare d'âne minutes a , et d'abetrd il faudra trouver le ainui et 
le coainna de Tare a arec un grand degré d^approEÏmalion. 

Le rayon étant i , on sait que la demi-circonfërence ou l'arc 
de 900*^=3. 14159 a6535 89793a; divisant ce nombre par aooooy 
on a Tare de 1' ou a ^ o. 0001 5 70796 3^679 48966 , valeur exacte 
jusque dans la vingtième décimale. Quand un arc est très-petit, 
fon aious est sensibleaaent égal k Tare , ainsi on a à très-peu 
près aie a ss o* oooi5 70796 32679 kfi^^' VLm cette valeur est 
déjà en erreur à la treizième décimale , laquelle n'est que le 
dixième cbifire significatif. Pour en avoir, une plus exacte , le 
moyen le plus simple est de recourir aux formules de Tart. 36, 

dans lesquelles , si on fait — =: , on aura immédiatement, 

'par les deux ou trois premiers tenues de chaque s^e , 
swi aff= o. 000 ) 5 70796 3ao33 5a5563 
cpj ii;=o. 99999 ^76 6i»994 5a4cJ 5a53 

Yaleurs exactes jusqu'à la vingtièse décimale pour le sinuf, et 

jusqu'à la vingt- quatrième pour le coêinus, 

xxxvin. Connaissant le sinus et le cosinus de l'arc d'une mi- 
nute désigné par a, pour en déduire successivement les sinus de 
tous les arcs multiples de a, on fera dans les formules de l'art. 
oa^ pzrzx'^^a, 9=:x — a. La première et la troisième donne- 
ront par cette substitution , et en faisant toujours R = i , 
êin (x '^^ a) =z n co» asinx — sût (z — a) 
eos (x •<j- e) ?= a cos a co$ x. — cos (x — à), 
Q résulte de ces formules que si on a une suite d arcs en pro- 
gression arithmétique, dont la difTérence soit a, leurs sinus 
formeront une suite récurrente dont l'échelle de relation est 
a cos a, — i^ c'est-à'^dire , que deux sinus consécutifs A et B 
étant calculés, on trouvera le suivaht C,en multipliant B par 
a oof %, A par — s ^ et ajoutant les deux produits, œ qui donnera 
G p: a B €0t a — A. Leaeosinus des mêmes arcs formeront éga- 
lement une suite Mourrente deat réshelle de relation est 
9 eof « , TT- X 3 os aura donc suecessivement, 



sm 0^=0 

sin a-=sina ^ 

sin2az=i%cosasina 

sin 3a = a C09 a sin ^ka •— sin a 

sin 44 ^= acos a sin 3^ — sii% aa 

s VI 5a = a «os a sin 4<i — iiti 3a 



cas = 1 

cos a=zcosa 

eos iaz=z^ casa cos a — 1 

cos 3a st: a cçs a cos a« — cos a 

cos 4a =z= a cos 4 cos 3a — eos %a 

cos 5a =: a cos acos Z^^^^os 3a 

etc. 
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XXXIX. Il ne 8*agit plus que dVxécuter les opérations indî^ 
qoëes, en substituant les valenrs de «m «.et eo$ a, S^ on Yeist 
constriiire des tables de sinus avec lo décimales , il sulBra de 
|Hrendre les valeurs de sîin a et cos a approchées jusqu'à i6 déci- 
males, savoir : 

$in a=so . oooiS 70796 3qo3S5 
cos azaso . 99999 99876 629945 

maïs comme cos a diffère très-peu de Tonite' , il y a un moyen 
d'abréviation dont il faut profiter. Soit A = a ( x — cos a) =s 
o . 00000 00^46 74^1 10, on aura a cos a = a — A^ ce qui donnera, 

sin (x-f" o) — «ft X s^sin x — sm{x — a) — ksinx 
cos{X'\'a) — cosx = ços X — cos ( x — a) — A: cosxt 

Pour avoir le terme sin (x^ a ) il, suffit d^ajouter au terme pré- 
cédent sin X la différence sin ( «r -|«- 4 ] — sin x, laquelle sera 
toujours très-petite ; or, cette différence est, suivant la formule, 
égale à. une différence semblable déjà calculée sin x — sin (x— a)^ 
moins le produit de sin x par le nombre constant k. Cette mul- 
tiplication est donc la seule opération un peu longue qu*on ait 
à faire pour déduire un sinus des deux précéclents; mais il faut 
observer i"* que l'on n'a besoin de connaître le produit que jus- 
qu*à la seizième décimale , ce qui. donnera fort peu de chiffres à 
calculer ; ao que ces multiplications peiivent être abrégées beau* 
coup en formant d'avanee les produits du nombre constant 
346740110 par I, a, 3 jusqu'à 9; car, par ce moyen , on aura 
immédiatement les produits parjl^els qui résuUeut des différents 
chiffres du multiplicateur sin x, et il ne restera plus qu'à faire 
Taddition de ces produits , en se bornant toujours à la seizième 
décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus; et, lorsqu'on aura prolongé Tune et Tautre série jus- 
qu'à 5o°, la table sera complète. 

XL. Il est nécessaire , nous le répétons , de calculer les sinus 
avec 16 décimales , c'est-à-dire avec cinq ou six décimales de 
plus qu'on n'en veut avoir réellement, afin d'être assuréque les 
erteurs, qui peuvent se multiplier dans le cours de 5ooo opéra- 
tions, n'influeront cependant pas sur la dixième décimale des 
derniers résultats. Le calcul fait, on retranchera les décimales 
superflues et on ne conservera dans la table que dix décimales. 

Au reste, quand il s'agit d'exécuter tant de calculs, on doit 
chercher à vérifier les résultats ausM souvent qu'il est possible. 
Dans l'exemple que nous avons i^iporté d'une table^ calculée de 
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minute en minute , il serait nécessaire de calculer préalable- 
ment les sinus et cosinus de degré en degré,' ce qui fera, de loo 
lermea en loo ternies, une vérification trés-uiiie. Or, pour 
calculer les sinus de degré en degré, on a les formules et les 
valeurs qui suivent : 

sin (x+i") — sm Jt =r sin x — sin {x —■ i») — A sin x 
cos (ï+io) — cos xs^cosx — coi (x — I") — h COê X 
sin i« = o . 01570 73173 II 820 676 
cos l'^r^ o . 99987 663a4 81660 599 
A = a (i — cos i°) = o . 000^4 67350 36678 80a. 
Les sinus calculés de degré en degré' se vérifieront eux-mêmes 
de dix en dix par les valeurs déjà connues de sin 10% sin 20% etc. 
Enfin lorsque la table entière est construite, on peut encore la 
vérifier de tant de manières qu'on voudra par Téquation 
#wi(ioo*— «)4-iin(ao»— x)4^m(ao°+x)==«iii(6o*— x)4-«»'«(6o'»+r). 

XLi. Les sinus, tels qu'ils résultent des calculs que nous ve- 
nons d'indiquer, sont exprimés en parties du rayon, et on les 
appelle sinus naturels; mais on a reconnu dans la pratique, 
.qu'il y a beaucoup d'avantage à se servir des logarithmes des 
sinus, au lieu des sinus eux-mêmes; en conséquence la plupart 
des tables ne contiennent point les sinus naturels , mais seule- 
ment leurs logarithmes. On conçoit que les sinus étant calculés^ 
il a été facile d'en trouver les logarithmes ; mais comme la suf^ 
position du rayon= i rendrait négatifs tous les logarithmes des 
sinus, on a préféré de prendre le rayon =r loooooooboo, c'est- 
à-dire, qu'on a multiplié par 1 0000000000 tous les sinus trouvés 
dans la supposition du rayon r= i. Par ce moyen le rayon on 
sinus de loo», qui se rencontre fréquemment dans les calculs» 
a pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles fussent 
beaucoup plus petits qu'on ne les rencontre dans la pratique , 
pour que leurs sinus eussent des loglirithmes négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant trouvés, on en déduit trcs- 

aisément les logarithmes des tangentes par de simples soustrac- 

. • • ♦ . R *"* X .1 . . • 

tions î car, puisqu on a tangx=: , il s ensuit log. tang xr= 

10 + log, sin X — log, cos x. Quant aux logarithmes des sé- 
cantes , ils se trouveraient d'une manière encore plus simple , à 

R* 
l'aide de l'équation sec x == . C'est parce qu'on peut j 

suppléer si-facilement qu'on n'insère dans les tables que les loga- 
rithmes des sinus et ceux dès tangentes. . 
Il resterait à expliquer l'espèce d'interpolation dont on se 
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•ert , soit poar trouver les logarithmes des sina» et tangentes 
des arcs qui contiennent des fractions de minute, soit pour 
trouver Tare qui re'pond à un logarithme donné de sinus ou de 
tangente , lorsque ce logarithme tombe entre deux logarithmes 
des tables. Mais pour ces' détails on ne peut mieux faire que de 
consulter TexpUcation dont les tables sont toujours accom- 
pagnées. 

* 

Principes pour la résolution des triangles rectilignes. 

>xLii. Dans tout triangle rectangle le rayon est au 
sinus d*un des angles aigus, comme V hypoténuse est 
au coté opposé à cet angle. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A ; du fig. 3. 
point G , comme centre, et du rayon CD , égal au * 
rayon des tables, décrivez Tare DE qui sera la me- 
sure de l'angle C ; abaissez sur CD la perpendiculaire 
£F qui sera le sinus de Tangle G. Les triangles GBA , 
GËF sont semblables et donnent la proportion G£ : 
EF::CB:BA; donc 

R: sin G::BG:BA. 

XLiii. Dans tout triangle rectangle le rayon est à la 
tangente d^un des angles aigus , comme le côté adja- 
cent à cet angle est au côté opposé. 

Ayant décrit Tare DE , comme dans Farticle pré- 
cédent, élevez sur GD la 'perpendiculaire DG qui sera 
la tangente de Tangle C. Par les triangles semblables 
GDG, GAB, on aura la proportion CD : DG :: GA : AB ; 

donc 

R : tang G :: GA : AB, 

xLiv. Dans un triangle rectiligne quelconque les 
sinus des angles sont comme les côtés opposés. 

Soit ABG le triangle proposé , AD la perpendicu- n«. 4. 
laire abaissée du sommet A sur le côté opposé BG , il 
pourra arriver deux cas : 

i« Si la perpendiculaire tombe au-dedans du trian- 
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gle ABC, les triangles reetangles ABD, ACD, donne- 
ront , suivant l'art, xlii , 

R:6i/tB::AB:AD 

K:s£nC:iAC:AD. 

Dans ces deux proportions , les extrêmes étant égaux , 
on pourra , avec les moyens , faire la pi*oporlion 

sin G : sin B :: AB : AG. 

Sg. 5. a* Si la perpendiculaire tombe hors du triangle ABG, 
les triangles rectangles ABD, AGD , donneront encore 
les proportions 

R : sin ABD :: AB : AD 
R: 5in G:: AG: AD; 

d*oii Ton déduit sin G : sin ABD :: AB : AG. Mais Tan- 

> 

gle ABD est supplément de ABC ou B ; donc sin ABD = 
sin B ; donc on a encore 

sin G, : sin B :: AB : AG. 

XLY. Dans tout triangle rectiligne le cosinus d'un 
angle est au rayon ^ comme la somme des quarrés des 
côtés qui comprennent cet angle moins le quarré du 
troisième côté y est au double rectangle des deux 
premiers côtés ; c'est-à-dire qu'on a : 

cos B:R::ÂB + BC--ÂC:;fc A^xBG, ou ços B = 

^^ abVbc^Tc 

*^ îiABxBG • 

Soit encore abaissée du sommet A la perpendicu- 
laire AD sur le côté BG : 
Sg. 4. i<> Si cette perpendiculaire tombe au-dedans du trian- 

*j»,s. gle, on aura* AC=AB + BC— aBCxBD; donc BD 

= — » ■ pp . Maïs dans le triangle rectangle ABD, 

on a R : sin BAD :: AB : BD ; d'ailleurs l'angle BAD 
étant complément de B , on a sin BAD == coi B; donc 
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cos B = — T'R— 9 ou en substituant la valeur de BD , 



AB 



co5B=:=Bx 



AB + BC— AC 



aABxBG 
11* Si la perpendiculaire tombe au-dehors du trian- fig> 5. 

gle, on auraÂG=ÂB+BC + aBCxBD ♦; donc BD * i3.3. 

!!■■ a ■ a ——a 

CES -_, , Mais dans le triangle rectangle 

B V BD 
BAD , on a toujours sin BAD, ou cos ABDs= — r^— 9 

et Tan gle ABD, étant supplément de ABC ou B , on 

RxBD 



a * cos B = — cos ABD s= — -^ 



AB 



; donc en sub- *x(. 



stituant la valeur de BD , on aura encore 

^ ^ ÂB + BC— le' 

COf B = B.x 7^5 — =577— • 

a AB X BC 

ztYi. Soient A 9 B, C, les trois angles d'un triangle quel- 
conque; a, b, c, les côtés qui leur sont respeclivement 
opposés , on aura , suiyant cette dernière proposition 

/|2 «4- c* ' h* 

.. Le nième principe étant appliqué à 



cos BssR. 



a a c 



chacun des deux autres angles, donnera semblablemeut 

cos A = B. , , C04 C = R. ■ r . 

Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tous les 
problèmes de la trigonométrie rectiiigne; car étant données 
trois des six quantités A^B^Cf a, b, c, on a par ces formuler 
les équations nécessaires pour déterminer les trois autres. Il 
faut par conséquent que les principes déjà exposés, et ceux 
qu*on pourrait leur ajouter , ne soient qu'une conséquence de 
ces trois formules principales. 

£n effetf la yalenr de cos B donne 

( a/i* b^ + ^^* c* + 2b* c* — a* — ' 64 — c4 } j donc 

=:?.r— . j/ < a a* A' 4- a a» c» + 31 6» c» — a4 — 64 — c4 >. 
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Le second membre ^tan^ une fonction de a, h, e, dans laquelle 

ces trois lettres entrent toutes également, il est clair qu*on 

peut faire la permutation de deux de ces lettres à volonté , et 

, . , sin B sin A sin C . ^ i 

qu ainsi on aura — r — = = — : — » ce qui est le prin- 

, cipe du no XLrr. Et de celui-ci se déduiraient facilement les 
principes des no* zlii et xliii. 

xLYii. Dans tout triangle rectiligne la somme de 
deux côtés est à leur différence, comme la tangente de 
la demi-somme des angles opposés à ces cotés, esta la 
tangente rfç la demi-différence de ces mêmes angles. 

Car de la proportion AB : ÂG :: sin G : 5m B , on 

«g. 4 «15. tire AG + AB : AG — AB :: sin B + sin G : sin B — sin G. 

Mais, d'après les formules de Fart, xxix, on a 

sinlR-^unC: sin B — sin G :: tang : tang ; 

donc 

. -, . -^ . -, - _. B 4" ^ B — C 
AC + AB : AG — AB:: tang' ; t€mg ; 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de prîncipes, on est en état de 
résoudre tous les cas de la trigonométrie rectiligne. 

Résolution des triangles rectangles. 

xLviii. Soit A l'angle droit d'un triangle rectangle 
proposé , B et G les deux autres angles ; soit a l'hypo- 
ténuse , h le côté opposé à l'angle B , et c le côté op- 
posé à l'anglo G. Il faudra se rappeler que les deux 
angles B et G sont compléments l'un de l'autre , et 
qu'ainsi ,^ suivant les différents cas , on peut prendre 
sin G=co5 B, sin B=cos G, et pareillement tang B 
z=icot G, tang Cs=iCOt B. Gela posé , les différents pro- 
blêmes qu'on peut avoir à résoudre sur les triangles 
rectangles se réduiront toujours aux quatre cas suivants. 
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PBEIIIEB CAS. . 

XLix. Étant donnés Vhypoténuse a et un coté h , 
trouver le troisième côté et les' deux angles aigus* 

Pour • déterminer l'angle B , oi) a la proportion ^ * icux. 
a : & :: R : sin B.. Connaissant Tangle B , on coniiattra 
en même temps son complément loo® — B=C; on 
pourrait aussi avoir G directement par la proportion 
a : & :: R : cos C. 

Quant au troisième côté c, il peut se trouver de 
deux manières. Après avoir trouvé Taûple B , on 
peut faire la proportion * R : cot "Biih i c, qui don- * uni. 
nera la valeur de c; ou bien on peut tirer directe- 
ment c=l/(a*— ^*), et par conséquent * 

/ogr c=x % («+^) +T^ogf (a— i). 

DEUXIÈME CAS. 

L. Étant donnés les deux côtés h et c de V angle 
droit, trouver V hypoténuse a et lès angles* 

On aura Tangle B par la proportion* c:&::R: •xim. 
tang B. Ensuite on ^ura C= loo* — B. On trouve- 
rait aussi G directement par la proportion b\c\i 
R : tang G. 

Connaisant l'angle B, on trouvera l'hypoténuse 
par la proportion sin B : R :: ^ : a; ou bien on peut 
avoir a directement par l'équation a = j/(è» + c"); 
mais cette expression, dans laquelle ^' + c' ne peut se 
décomposer en facteurs, est peu commode pour le 
calcul logarithmique. 

TBOISIÈME CAS. 

Li. Étant donnés l'hypoténuse a et un angle B , 
trouver les deux autres côtés b e^ c. 

On^fera les proportions R : #m B :: a : &* R : co5 B :: 
a z c, lesquelles donneront les valeurs de b et c* Quant 
à l'angle G, il est égal au complément de B» 
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QUÂTKr^lfK OASn 

LU. Étant donné un coté b de l'angle droit, avec 
Vun des angles aigus ^ trow^er l'hypoténuse et l'autre 
côté* 

ConnaisMett Tim des angléâ aîgu$ on cooùatfra 
Pautre, akisi on peut supposer comms le côlë b, et 
l'angle opposa B. Eneuite , pour déterminer a^e^on 
aura les proportions 

sin B : K ::ft : a, îl : cof B :: b : c. 

Résolution des triangles rectilignes en général. 

Soient A, B, G, les trois angles d^un triangle rectiHgne 
proposé, et soient a, b, c, les côtés qui leur sont res- 
pectivement opposés s les différents problèmes qui peu- 
vent avoir lieu pour déterminer trois de ces quantités 
par le moyen des trois autres, se réduiront toujcNirs aux 
quatre cas suivants. 

PBEIIIER CAS* 

LUI. Étant donnés le coté a et deux des angles du 
triangle, trouver les deux autres cotés b ef c. 

Les deux angles connus feront connaître le troisième, 
ensuite on trouvera Itt deux cotés & et c par les pro- 
• xLiv. portions *, 

sin A : Win B :: a : &• 

sin A : sin G :: a ; c. 

nËVXlkMB CAS* 

Liv. Étant donnés les deux cotés a et b , ai^ec Van* 
gle A opposé à l'un ^ ces côtés, tromper le troisième 
côté c et les deux autres angles B et C. 

On trouvera d'abord l'angle B par la proportion 

az b II sin Al sin B. 

Soît M Tangle aigu dont le sinus s= , on pourra, 
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d'après la vftletir de sirtf B , pretidre ou B âs M cm 

B = 200° — M. Mais ces deux solatloos n'auront tiétt 

qu'autant qu'on aura à la fois l'angle A aigu et b^a. 

Si Tangle A est obtus, B ne saurait l'être, ainsi il n'y 

aura qu'une solution ; et si A étant aigu on a b<^a, il 

n'y aura non plus qu'une solution , parce qu'alors on a 

M <^ A , et qu'en faisant B = aoo** — ^ M , on aurait 

A + B ^ 200°, ce qui ne peut avoir lieu. 

Connaissant les angles A et B , on en conclura le 

troisième G. Ensuite on aura le troisième côté c par la 

proportion 

sin A : sin C :: a : c. 

On peut aussi déduire c directement de Tëquation *■ » * 

=-^Tn ' 1"' donnée ==-^-j^±V^(^a' g— j. 

Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu'au 
moyen d'un angle auxiliaire M bu B, ce qui rentre dans la so- 
lution précédente. 

TROlâlEUE <:a8. 

Lv. Étant donnés deux côtés a et h (wec V angle 
compris C, trouver les deux autres angles A ef B e/ 
le troisième côté c. 

Connaissant l'angle C, on connaîtra la somme des 
deux autres angles A + B- = 200** — C et leur demi- 
somme-^ (A + B)=: ioo« — 7 C. Ensuite on calculera 
la demi-difierence de ce« mâmet angles par la propor« 
f ion * ^ • xLYii. 

a-^-bia — *::te«g:|(A+B) ou coi^Citang^ (A— B) 
oît l'on suppose a^^b et par conséquent A ^B. 

Ayant trouvé k demi-différence 7 (Ai— B), si on Vàr- 
j6ute à la demi-somme^ (A + B), on aura le plus grand 
angle A {-si au conti*aire on retranche la demi-différence 
de la demi-somme, on aura le plus petit angle B. Car , 
A et B étant deux quantités quelconques , on a toujourf 

A = ^(A + B)-hi(A~B) 
B = i(A+B)--f(A-B), 
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Les angles A el B étant connus, pour avoir le troisième 
côté Cp on fera la proportion 

sink isin G:: a :c, 

LTi. Il arrive souvent dam les calculs trigonométriqaes que 
deux c6tés a et h sont connus par leurs logarithmes; alors pour 
ne [yit être oblige de chercher les deux nombres correspondants, 
on cherchera seulement l'angle f par la proportion b : a uRi 
tang f. L'angle f sera plus grand que So», puisqu'on suppose 
A^ 3;- retranchant donc 5oo de ^, on fera la proportion 
R : tang (f — So») :: cot iC : ta/i^ |. ( A — B ) , d'où l'on déter- 
minera comme ci-dessus la valeur dei. (A — B), et ensuite celles 
des deux angles A et B. 

Cette solution est fonde'e ^sur ce que tang (f — 5o<> ) = 

R» tang tP — R> tang 5o« ^ «R ^ . 

^p-pi-_^_|3j-; or, *an^ ,==-g-et tonfl. 5o« = R ; 

donc Uing (f — So») = . ' \ donc a-^-hi a — i::R: 

tang (f — 5oo) :: cotLC'. tangL (A — B). 

Quant ail troisième côté c ,iX peut se trouver directe- 

1. . ». coj C «■ 4- &■ — c» . . 
ment par 1 équation—^ — = ! , qui donne c = 

. // aa&cosGX 

%/ ( a»+&a— ). Mais cette valeur n'est pas com- 
mode à calculer par logarithmes , à moins que les nombres qui 
' représentent a, h, et cos C, ne soient trés«simplcs. 

Il est à. remarquer que la valeur de c 'peut aussi se mettre 

sous ces deux formes : c = . * 

. /r Jrm*lCT • /r iwi'lC co*>1Ct 

^ ce qui ^ yenfie aisément au ipoyen des formules «in* = C = 
JL R« — Z R co# C, coi^ i. C = ± R» +i. R cùs C. Ces valeurs se- 
ront particulièrement utiles , lorsque l'angle C e'tant très-petit 9 
ainsi que a^-^h , on voudra calculer c avec beaucoup de pré- 
cision. La dernière fait voir que c serait l'hypoténuse d'un 

sin J. C 

triangle rectangle formé sur les côtes ( a 4" ^ ) p* ' et 

R 

co* i. C 

(a— h) * ■> et c'est ce qu^on peut aussi tronver par une 

construction fort simple. 
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Soit CAB le triangle propose' dans lequel on connaît leâ deux fig. 6. 
côtés-CB =aj CA=b, et Tangle compris G. Du point G comme 
centre et du rayon GB égal au plus grand des deux côtés don- 
ne's, décrivez. une circonférence qui rencontre en D et £ le côté 
GA prolongé; joignez BD , B£, et menez AF perpendiculaire à 
BD. L*angle DB£ inscrit dans la demi-circonfe'rence sera ua 
angle droit, ainsi les lignes AF , BE, seront parallèles, et on 
aura la proportion BF : AE :: DF : AD :: cos D : R. On aura 
aussi dans le triangle rectangle DAF, AF : DA :: iin D : R. 
Substituant donc les yaleurs DA = DG -{- GA = a -[-• 5^ 
AE=GE — GA=a— &, D=lG,onaura 

^ (a + b)smLC (a— 6)cojr±G 
AF = ^-X-L_1^,BF = ' X"-^' 

Donc en effet le troisième côté Afidu triangle proposé estThy- 
poténuse du triangle rectangle ABF, dont les côtés sont 

sin 1 G co# 1 G 

(a -{- 6) — ^ — et (a — b) — ~ — . Si dan* ce mime triangle on 

cherche Vangle ABF opposé au côté AF, et qu*on en retranche 
rangleGBD=:l G, on aura l'angle B du triangle ABG. Delà 
on voit que la résolution du triangle ABG , dans lequel on con- 
naît les deux, côtés a et & etTangle compris G, se réduit immé- 
diatement à celle du triangle rectangle ABF, dans lequel on 
connaît les deux côtés de l'angle droit , savoir : 

sin 1 G co* 1 G 

AF = (a + b) -r^et BF =: (a— ft) — ^. 

A A 

Ainsi , par cette construction , on pourrait se passer de la pro- 
position du no 47* 

QUATRIÈME CAS. 

Lvii. Étant donnés les trois cotés a, b, c, troui^er 
les trois angles À , B , C. 

L'angle A , oppose au côté a , se trouve par la for- 

h^ -4- c' a' 

mule cos A=ïR,-r ; , et on déterminera sem- 

1 bc 

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré- 
soudre ce même cas par une formule plus commode 
peur le calcul logarithmique. 

Si on se rappelle la formule R> — R cos A = 
1 sin^ 7 A, et qji'on y substitue la valeur de 

24 
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. • . . A lia a^—b*— c*+ ibc 
cos A ^ ou aiu'a a sin* j A=R' . ^j^ = 

% OC ^ oc 
sin i A=Ry f ^- 7^ '] . Soit, pour 

abréger, 7 (a'\-b+c)=zp, ou a + i+c=a p, on 
auraa+fr — c^^p — ac, a — ^+c=a/? — a ^; donc 

Formule qui donne aussi la proportion 

bcz(p — b) (p — c)::R«: *«i»f A 

ce qui est facile à calculer par logarithmes. Con- 
naissant le logarithme de sin ^ A , on connaîtra \ A 
dont le double sera l'angle cherché A, On pourra 
faire de même par rapport à chacun des deux autres 
angles B et G. 

Il j a d'autres formules également propres à résou- 
dre la question. Et d'abord la formule R* + R ^^* A=: 

a co$* i A donne cos^ i A = R*.5l±.^i^*ÎZl£=:R.. 

{h+cY^a\^ R.. ib + c^aUh + c + a) ^^ ^ 

4 oc J^bc 

faisant toujours a-|-^ + ^ = ^/'9 <>& ^ &-{-c -^ii=sa^— .2a; 
donc 

Cette valeur étant ensuite combinée avec celle de ma 1 A 

s 

Rim-LA 
donnera une autre formule, car ayant tamg 7 As: p-r- 

on en tire 

Exemples de la résolution des triangles rectiUgnes^ 

Xyiii* Exemple L Supposons qu'on veuille avoir 
fig. 7'. la hauteur d'un édifSce AB , dont le pied est accessible. 
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Ayant mesuré sur le terrain , supposé à «peu-près 
de niveau , une base AD qui ne soit ni très-^grande ni 
très-petite par rapport à la hauteur. AB, on placera 
en D le pied du cercle ou de Tinstrument quelconque 
avec lequel on doit mesurer Tangle BG£ formé par 
la ligne horizontale CE parallèle à AD , et par le 
rayon visuel CB dirigé au sommet de l'édifice. Sup- 
posons qu'on ait trouvé AD ou CE = 67 .84 mètres 
et l'angle BC£ = 4^® 64^; pour avoir BE, il faudra 
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on 
connaît l'angle C et le côté adjacent EC. Ainsi, 
d'après te cas iv, on fera la proportion R : tang 45^ 64' 
::67.84:BE. 

L. tang 450 64' 9.94o3263 

L. 67.84. ..^ f.83i4858 

Somme -^ io^ R = ;. 1.7718121 

Ce logarithme répond à Sg.iSo, ainsi on a BE = 
Sg'^.iB. Ajoutant à BE la hauteur de l'instrument 
CD ou A£ que je suppose i"*. 12, on aura la hauteur 
cherchée AB=6o». 25, 

Si dans le même triangle BEC on veut connaître 
l'hypoténuse BG , ^on fera la proportion cas 45° 64' 

: R :: 67 .84 : BC. 

L. R-^L. 67.84 ... ii.83i4858 

L. COJ45064' 9.8772784 

Difierencç 1 . 9S4'aQ74 ^^ L, BC* 

Donc BC = 89». 993. 

N, B. Si Ton ne voyait que le sommet B de l'édifice ou du 
lieu quelconque dont on veut connaître la hauteur, on déter- 
minerait la distance BC comme il sera dit dans l'exemple sui- 
vant : cette distance et Fangle connu BCE suffisent pour 
re'soudirele triangle rectangle BCE, dont le côté B£ augmenté 
de la hauteur de l'instrument sera la hauteur demandée. 

Lix. Exemple II. Pour avoir sur le terrain la dis- fig. 8- 
tance du point A à un objet inaccessible B , on naci- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
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BAD, ADB. .^Supposons qu'on ait trouvé AD=r 

588-. 45, BAD=ii5« 48' et BDA = 4o<» 8', on en 

conclura le troisième angle ÀBD=44^ 44^? ^^' po^^' 

' avoir AB , on fera la proportion sût ABD : sin ADB 

;: AD : AB. 

L. AD 2.7697096 

L. «inADB • 9.7699689 

Somme ia.0396785 

L. sin ABD 9.8o8o3i4 

L. AB...' 2.7316471 

Donc la distance cherchée AB = Sïg". 07. 

Si , pour un autre objet inaccessible G , on a trouvé 

les angles CAD = 39» 17', ADC^i32*' 83', on en 

conclura de même la distance AG = i202™. 32. 

lig. 8. Lx. Exemple III. Pour trouver la. distance entre 
deux pbjets inaccessibljes B et G, on déterminera AB 
et AG, comme dans Texemple précédent, et on aura 
en même temps l'angle compris BAG =: BAD — 
DAG (i). Supposons qu'on ait trouvé AB = 539"». °7j 
AG=i202". 32, et Tangle. BAG = 760 3i'; pour 
avoir BG , il faudra résoudre le triangle BAG dans 
lequel on connaît deux côtés, et l'angle compris. 
Or, d'après le troisième cas, on a la proportion 

AG+AB:AG — AB::/«/ig ^L±^ : tang?^^ , ou 

•o n 

1741 .39 : 663. a5 :: tang 61^ 84'^ : tang -. 

2 

L. 663.25 2.8216773 

L. tangeioS^'i 10.1654748 

Somme., 12.9871521 

L. 1741.39 ;. 3.2408960 * 

L. «angf» — _ 9.7462561 

(i)Il pourrait arriver que les quatre points A, B, G, D, ne 
fussent pas dans un même plan, alors l'angle BAC ne serait plus 
Ja différence entre BAD et DAG, et il faudrait avoir , par une 
mesure. directe, la valeur de cet angle r à cela prés, l'opération 
serait la même. 
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Donc ». -H- = 3a<> 3n,\ 8 

Mais on a £.±^ = 6i« 84' , 5 

Donc .,\ B = c^oaa', 3 

et C = ago 46% 7 

Maintenant , pour avoir la distance BG y on fera la 
proportion sin B: sîn A:: AG : BG, ou 

sîn 94* 22% 3 : sin 76*» 3i' :: 1202"». 32 : BG 

Ji. laoa.Sa 3.o8oôaoo 

L. «1/176031' 9.9692099 

Somme. 13.0492299 

L. sin 94» 22', 3 9*9982096 

L. BC 3to5io2o3 

Donc la distance cherchée BG.= 1124™» 66. 

Lxi. Exemple IV. Trois points A, B, G, étant donnés fî^. 9. 
sur la carte d'un pays , on propose de déterminer la 
position d'un quatrième point M , d'où on aurait me- 
suré les angles AMB , AMG ; les quatre points étant 
supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un segment AMDB , capable de 
l'angle donné BMA ; sur AC, décrivez pareillement un 
segnient AMG cajpable de l'angle donné AMG ; les deux 
arcs se couperont en A et M , et le point M sera le 
point requis. Gar les points de Tare AMDB sont les 
seuls d'où l'on puisse voir AB sous un angle égal à AMB ; 
ceux de l'arc AMG sont les seuls d'où l'on puisse voir AG 
sous un angle égal à AMG ; donc le point M , intersec- 
tion de. ces deux arcs , est aussi le seul d'où l'on puisse 
voir à la fois ÀB et AG sous les angles AMB , AMG. Il 
s'agit maintenant de calculer trigonométriquement la 
position du point M , d'après cette construction. 

Soient les données AB = sSco"" , AG := 7000*^ , 
BC s= 9000™ , AMB = 3o<» 80', AMG = i2i*> ^o'. Dans 
le triangle ABG , où Ton connaît les trois côtés , on dé- 
terminera rangle BAC * par la formule sin"^ ^ A = • lvh. 
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^^ 675o.aa5o ^.^^1»^^, tire2/o^^i«iA=iQ.9384483, 

2500.7000 ' o » ;7 :^ f t î 

/og 5m 7 A = 9.969224.1 9 t A=.76<>3i', 5, et enfin 
A = 1620 63'. Tirez le diamètre^ AD et joignez DB; 
dans le triangle BAD rectangle en B , on aura le coté 
BA = 25oo , et Tangle opposé BDA == BM A =s 3o'' 80' ; 

BA ^ R 
d'où résulte Thypoténuse AD = . = 5374"*. 6. 

. Tirant de même le diamètre AE et joignant CE , on 
aura un triangle rectangle GAE dans lequel on connaît 
le côté AG sa 7000 , et l'angle adjacent GAE = AMG — 

100*^=21^40'; d'ohronconcluraAErs: — 7rrR=74i5". 
^ ' C05GAE '^ 

Maintenant si Ton tire MD et ME , les deux angles 
AMD , AME , étant droits , la ligne DME sera droite. 
Il reste donc à résoudre le triangle DAE dans lequel la 
ligne AM , dont il faut déterminer la grandeur et la po- 
sition , est perpendiculaire à DE. Or , dans ce' triangle 
on a les côtés donnés AD &== 5374-6, AE = 74i5, et 
Fangle compris DAE=BAC+GAE— DAB= i4oo83'. 
De là on conclura l'angle ADE = 56<»93Yet enfin par 
le triangle rectangle DAM on aura AMr=4i9o™. 83. 
Cette distance et l'angle BAM= 1 12<' 27' déterminent 
entièrement la position du point M. 

Nota. Si on veut calculer les mêmes exemples au moyen des 
tables construites suivant Tancienne division du cercle, il faudra 
changer comme il sait Texpression des angles donnes ou cal- 
culés j du reste toutes les valears logarithmiques et celles des 
cotés resteront les mêmes. 

Exemple i. Angle donne BCEts^io 4' 35'^ . 6, oo simple- 
ment BC£ = 4^^ V 3o'% car dans ces sortes d'opérations, quel- 
ques secondes de plus ou de moins dans les angles , n'influent 
pas sensiblement sur les distances qu'on reut déterminer. 

JSx. n. Angles donnés BADsio3o55' 55". 2, BDA = 36° 
4' 19" • a , ABD = 390 59' 45". 6 , CAD = 35o i5' 10" . 8 , 
ADC = ii9o3a'49".a. 
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Exemple ui. Angle donné BAC =: 680 4o' 44" . 4 , 

Angle conclu i (B+C) = 55o 39' 37" . 8. 
Angles calculés J (B— C) == 290 8' a4". 7 
6 = 84048' a".5,C=:aOo3i' i3".i. 
Exemple ly. Angles donnés AMB=:a70 4^' '^'S AMG = 109» 
jy 36" , Angles calculés A = 1370 aa' 1" . a , DAE = 940 
ao' 49", ao BAM = 10 10 a' 34" . 8. 

Principes pour la résolution des triangles sphériques 

rectangles, 

Lxii. Vans tout triangle sphérique rectangle, le 
rayon est au sinus de l hypoténuse , comme le sinus 
€pun des angles obliques est au sinus du cote opposé» 

Soit ABC le triîmgle sphérique proposé , A aon angle %. 10. 
dr(Ht , B et C les deux autres angles que nous 'appelle- 
rons angles obliques , et qui cependant pourraient être 
droits Tun ou l'autre , ou tous les deux ; je dis qu'on 
aura la proportion II : sin BG :: sin B : sin AG. 

Du centre O de la sphère , menez les rayons OA, OB, 
OG ; prenez ensuite OF égal au rayon des tables , et du 
point F menez FD perpendiculaire sur OA ; la ligne 
FD sera perpendiculaire au plan OAB , puisque , par 
hypothèse , l'angle A est droit , et qu'ainsi les deux plans 
OAB, OAG,* sont perpendiculaires entre eux. Du point 
D menez DE perpendiculaire sur OB , et joignez EF ; 
la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB, et ainsi 
l'angle DEF mesurera l'inclinaison des deux plans OBA, 
OBG , et sera égal à l'angle B du triangle ABG. Gela 
posé , dans le triangle DEF rectangle en D , on a 
R : sin DEF :: EF : DF; or, Tangle DEF=:B, et puis- 
que OF = R, on a EFt=«/i EOF=:5m BG, DF= 
sin AG. Donc B : sin B :: sin BG : sin AG , ou 

R : sin BG iisinB: sin AG* 

Si on appelle a l'hypoténuse ou le côté opposé à l'angle 
droit Ajble côté opposé à l'angle B, c le côté opposé 
à l'angle G , on aura donc 
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^R : siri aiisinB: $in b :: sin G : sin c, 

ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du 
triangle sphérique rectangle.. 

Lxiii. Dans tout triangle sphérique rectangle le 
rayon est au cosinus d'un angle oblique , comme la 
tangente de l'hypoténuse est à la tangente du coté 
adjacent à cet angle. 

fig. !•• Soit toujours ABC le triangle proposé rectangle en A, 

je dis qu'on aura R : cos B :: tang.BC : tang AB. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus , 

le triangle rectangle DEF donne^ la proportion 

R:co*DEF::EF:ED. Or, on a DEF = B,EF = 

m BG , OE = cof BG , et dans le triangle OED rec- 

1 T^ ^T. OEtong^DOE cosBC tang AB 
tangleenE,onaDE= ^ = -^-2 — ; 

j " -, . T»/^ cos BC tang AB R sin BC. 

donc R : cos BiisinBC: _ ' :: ïr?T-' 

R cos BG 

lon^ AB, ou enfin 

R : cos B :: tangBC : tang AB. 

Si on fait comme ci -dessus BG = a, et AB = c 

on aura R : cos B : : tang a : tang c ^ on cos B = 

Btangc tang c cota , a . . |. ^ 1 

-- — ^-2^ = — iS-g . Le même prmcipe appbque à 

!»•« \ n jî ^ Btangb tang b cota 

1 angle G , donnera cos G = 2-5=; — IS-- . 

tang a il 

Lxiv. Dans tout triangle sphérique rectangle le 
rayon est au cosinus d'un coté de V angle droit, comme 
le cosinus de l'autre coté est au cosinus de l'hypo- 
ténuse. 

fg. ro. Soit ABG le triangle proposé rectangle en A , je dis 
qu'on aura R : cos AB : : cos AG : cos BG. 

Gar la construction étant la même que dans les 
deux propositions précédentes , le triangle O D F, 



rectangle en D , où Ton a l'hypoténuse OF s= R , 
donnera OD s= cos DOF = cos AC ; ensuite le 
triangle ODE rectangle en £ , donnera O £ s= 

OD cos DOE cos AC co* AB ,, . " 
g^ — — = ^ • Mais dans le trian- 
gle rectangle 0£F , on a 0£ c= cos BG ; donc 

^^ cos AC cos AB 
cos Bti = ^ , ou , ce qui revient au 

même , 

R : cos AC :: cos AB : cos BC. 

Ce troisième principe s'exprime .par Féquation' 
R cos a=iCos h cos c; il n'est pas susceptible d'en 
fournir une seconde, comme les deux précédents, 
parce que la permutation faite entre ^ et c n'apporte 
aucun changement à l'équation. 

Lxv. Au moyen de ces trois principes généraux, 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces der- 
niers principes pourraient se démontrer directement , 
chacun par une construction particulière; mais il est 
préférable de les déduire des trois premiers par voie 
d'analyse , ainsi qu'on va le faire. 

X ' .. . ^ ^ sinh r- R ^«"g b 

Les équations sm jî= : , cos C = 2—, 

^ sm a tang a 

, ^ , j. . . cos C tang b sirt a 

donnent par leur division — : — =r= — r^r-» = 

'^ sm 6 sm b tang a 

cos a , . . ...,., , . ^ cosc 



■z =: ( stdvant le troisième prîncipe ) ._. . On a 
cos b ^ '^ '^ ' R 

donc ce quatrième principe 

sm B : cos C :: R : cos c, 
duquel résulte aussi, par la permutation des lettres, 

sin C : cos B :: R : cos b* 
Le premier et le second principe donnent 

sin B : = — : , cos B = ^ ; de là on déduit 

sm a tang a 



3y9 TElGONOMiTRIB 

sin B tang B sin b tang a R $in b 

cos B R "^ 5111 a tang c "" co$ a tang c "^ 

I en vertu du troisième principe ) ; = 

^ * ^ ' cos b cos c tang c 

V^ . Donc on a pour cinquième principe Féqua- 
sin c 

-. R tans b ni. 
tion tang B = — r— 2- , ou 1 analogie. 

sm c 

R : tang B :: sin c : to/ig^ & ; 
d*où résulte aussi, par la permutation des lettres, 

R : tang G :: sin b : tang c' 

Enfin ces deux formules donnent tang B tMig C = 

R' /ahfi b tang c R4 / ^ j ^ • 
_2 — ; — 2L- sss , s=s ( en vertu du troi- 

sin b sin c cos b cos c 

sième principe ) . Donc R'=:co5 a tang B tangC^ 

cos a 

ou cot B cot G = R cos a, ou 

tang B : cot G :: R : cos a. 

C'est le sixième et dernier principe : il n'est pas sus- 
ceptible de fournir une autre équation , parce que la 
permutation entre G et B n'y produit aucun change- 
ment. 

Voici la récapitulation de ces six principes dont 
quatre donnent chacun deux équations : 

I. R sin b ^sêin a sin B, R sin c=sin a sin C 

II. ^tangb=itangaeosC^Ktangc=stanga €osB 

III. R cos a = cos b cos c, 

IV. R cos B = sin C cos b , R eos C =: sin B cos c 

V. R tang b =: sin c tang B , R tang c=:sin b tang C 

VI. R cos a = cot B cot G. 

Il en résulte dix équations contenant toutes les rela- 
tions qui peuvent exister entre trois des cinq éléments 
B, Cf a, b, c; de sorte que deux de ces quantités 
étant connues avec l'angle droit, on connautra immé- 
diatement la troisième par son sinus , son cosinus , sa 
tangente ou sa cotangente. 
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I.X.VI. Il est à remarquer que lorsqu'un âément 
sera déterminé par son sinus seulement , il y aura 
deux valeurs de cet élément , et par conséquent deux 
triangles qui .satisferont à la question. Car le même 
sinus qui convient à un angle ou à un arc, convient aussi 
h son supplément. Il n'en est pas de même lorsque 
l'élément inconnu sera déterminé par çon cosinus , sa 
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider , 
par le signe de cette valeur ^ si l'élément dont il s'agit 
est plus grand ou plus petit que i po<^ ; l'élément sera 
plus petit que ioo<*, si son cosinus, sa tangente ou sa 
cotangente a le signe + ; il sera plus grand que loo^, 
si l'une de ces lignes a le signe — . On pourrait aussi 
établir sur ce sujet des préceptes généraux qui ne seraient 
que des conséquences des six équations démontrées. 

Par exemple, il résulte de l'équation B. cos a = 
cos b cos c, que les trois côtés d'un triangle sphérique 
rectangle sont tous moindres que loô®, ou que des trois 
côtés deux sont plus grands que loo^, et le troisième 
moindre. Aucune autre combinaison ne peut rendre 
le signe de cos b cos c pareil à celui de cos a, comme 
cette équation l'exige. 

De même l'équation R tang c = sin b tang G , où 
sin b est toujours positif, prouve que tang C a tou^urs 
le même signe que tang c. Donc dans tout triangle 
sphérique rectangle un angle oblique et le côté qui lui 
est opposé, sont toujours de la même espèce ; c'est-à- 
dire, sont tous deux plus grands ou tous deux plus 
petits que loo*». 

Résolution des triangles spkériques rectangles, 

Lxvii. Un triangle sphérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de ioo°; il peut 
avoir deux angles droits seulement , alors les côtés op- 
posés sont tous deux de ioo°, et il reste un angle avec 
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le côté opposé qui sont mesurés Tun et Tautre par le 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles 
ne peuvent, commç on voit, donner lieu à aucun pro- 
blème ; on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
culiers , pour ne considérer que les triangles qui ont un 
angle droit seulement. 

Soit A l'angle droit , B et G les deux autres angles 
qu'on appelle angles obliques, soit a l'hypoténuse 
opposée à l'angle A, h et c les côtés opposés aux 
angles B et G. Étant données deux des cinq quantités 
B, C , a, 6, c, la résolution du triangle se réduira tou- 
jours à l'un des six cas suivants. 

PREMIER CAS. 

Lxviii. Étant donnés l'hypoténuse a et un coté b, 

on troussera les deux angles 'R et Q et le troisième 

coté c par les équations 

. -. 'B.sinh ^ tans h cet a 'B.cosa 

sm Bs= — : , cos ti = — 2-- cas €=. p-, 

sin a R cos b 

L'angle G ne peut laisser aucune incertitude , non plus 

que le côté c; quant à l'angle B, il doit être de même 

espèce que le côté donné b^ 

DEUXIEME CAS, 

Lxix. Étant donnés les deux côtés de l'angle droit 
1) €f c, on troussera V hypoténuse a et les dngles B et 
G par les équations, 

cos b cos c ^ R tans b ^ B. tans c 

cos a=z 5 , tansussz — . ^ , tans C= — . ° ■> 

B. ° smc ^ sm b 

Il n'y a dans ce cas aucune ambiguité. 

TROISIÈME CAS. 

Lxx. Étant donnés l'hypoténuse a et oit angle B , 
on aura les deux cotés b et c et l'autre angle G par 
les équations 

. , sin a sin B tane a cos B ^ cos a tang B 
stnb=z g , tangc:= tî-g , cot C= ti 
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Les éléments c et G sont déterminés sans ambiguïté par 
ces formules ; quant au côté b, il sera de même espèce 
que Tangle B. 

QUATRIÈME CAS. 

Lxxi. Etant donné le côté de l'angle droit h at^ec 
l'angle opposé B, on trouvera les trois autres éléments 

a , c e^ C par les formules 

R sin b tang b cot B . ^ R cos B 

Sin a = — :— :=r- ,sinc=::^ 2__ sm C = r-. 

sinB ' R cos b 

Dans ce cas , les trois éléments inconnus sont détermi- 
nés p{^r des sinus , ainsi la question est susceptible de 
deux solutions. Il est évident en effet que le triangle 
ABC et le triangle AB'G sont tous deux rectangles en A, %. ii. 
ont tous deux le même côté AC = ^ et le même angle 
opposé B = B^ Au reste , les valeurs doubles doivent 
se combiner de manière que c et G soient de la même 
espèce ; ensuite Tespèce de c et Z» détermine celle de a 
par l'inspection de la fornàule cos b cos c = R cos a , 

mais la valeur' de a se déterminera directement par 

Rsinb 
réquation sin a = — r-7r=r-* 
^ smo 

CINQUIÈME CAS. 

Lxxii. Étant donné un coté de l'angle droit b avec 
l'angle adjacent C , on trouvera les trois autres élé- 
ments a , C, B , par les formules 

cot b cosC sin b tansC -. cosb sin C 

I>ans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 
l'espèce des éléments inconnus. 

4 

SIXIÈME CAS. 

Lxxni. Étant donnés les angles obliques B etC^on 
trouvera les trois cotés a , b , c , par les formules 

cotBcotQ , BcosB Rco^G 

cos a = =r , cos b = — r-jr- , cos c = — :-^5-« 

R ' smQ ^ siTiB 

Et dans ce cas il qe reste encore aucune incertitude. 
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REMARQUE. 

Lixiv. Le triangle sphénque âont A, B, C, sont les 
angles , et a , & , c ^ les côtés opposés , répond toujours 
à un triangle polaire dont les angles sont suppléments 
des côtés a, b, c, et les côtés suppléments des angles 
A , B , G ; de sorte que si on appelle A', B', G', les angles 
du triangle polaire , et a', h\ c\ les côtés opposés à ces 
angles , on aura 

A':= aoo» — a , B'= aoo'* — ^, G' = aoo» — c 
a' = aoo® — A, &' = 200" — B, c' = 200° — G. 
Gela pose, si un triangle sphérîque a un côlé a égal au 
quadrant , il est visible que Tangle correspondant A' du 
triangle polaire sera droit , et qu'ainsi ce triangle sera 
rectangle. Donc les deux données qu'on doit avoir, outre 
le côté de too**, pour résoudre le triangle proposé, ser- 
viront à trouver la solution du triangle polaire, et par 
suite celle du triangle proposé. On pourrait tirer de là 
des formules semblables aux précédentes pour résoudre 
directement les triangles sphériques qui ont un côté 
de ioo<^. 

Un triangle isoscèle se partage en deux triangles rec- 
tangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la résolu- 
tion des triangles sphériques isoscèles dépend encore de 
celle des triangles sphériques rectangles, 
fig. la. Soit ABG un triangle spbérique, tel que les deux côtés 
AB , BG , soient suppléments Tun de l'autre ; si on pro- 
longe les côtés AB, AG, jusqu'à leur rencontre en D, il 
est clair/ que BG et BD seront égaux comn^e étant sup- 
pléments d'un même côté AB ; d'ailleurs il est visible 
que les parties du triangle BGD étant connues, on con- 
naît celles du triangle ABG qui est le reste du fuseau 
AD , et vice versa. Donc la résolution du triangle ABC, 
dans lequel deux côtés font ensemble 200°, se réduit à 
celle du triangle isoscèle BGD , ou à celle du triangle 
rectangle BDE qui est la moitié de GBD. 
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Lorsque les deux côtés ÂB , BG , sont suppléments 
Tun de l'autre, il faut que les angles opposés ACB, BAC, 
soient aussi suppléments Fun de l'autre ; car BCD est 
supplément de BGA ; or, BCD =D = A. Donc on ne 
peut, avoir a+c=aoo<>9 sains avoir en même temps 
A + C =: aoo^, ce qui est réciproque. 

De là on voit que la résolution des triangles sphéri- 
ques rectangles comprend, i^ celle des triangles sphéri- 
ques qui ont un côté égal au quadrant ; a*» celle des 
triangles sphériques isoscèles; 3^ celle des triangles sphé- 
riques dans lesquels la somme de deux côtes est de aoo^ 
ainsi que celle des deux angles opposés* 

Principes pour la résolution des triangles sphériques 

en général, 

Lxxv. Dans tout triangle sphérique les sinus des 
angles sont comme les sinus des côtés opposés. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque , je dis fig. i3. 
qu'on aura sin B ; sin G :: sin^C : sin AB. 

Du sommet A abaissez l'arc AD perpendiculaire sur 
le côté opposé BG , les triangles rectangles ABD, AGD, 
donneront les propoi^tions 

sin B : R ::sin AD : sin AB 
B : sin G :: sin AG : sin AD. 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omettant 
les facteurs communs , on aura 

sin B : sin C :: sin AG : sin AB. 

Si la perpendiculaire AD tombait au dehors du trian- fig- 14- 
gle ABG , on aurait les deux mêmes proportions dans 
l'une desquelles sin G désignerait in AGD ; mais comme 
l'angle AGD et l'angle AGB sont suppléments l'un de . 
l'autre , leurs sinus sont égaux ; ainsi on aurait toujours 
sin IB : sinC:: sin AG : sin AB. 

Soient a, ^, c, les côtés opposés aux angles A , B', G , 
chacun, à chacun , on aura , suivant cette proposition ^ 
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sin A : sin a : : sinB : sin b :: sin C : $inc ; ce qui donne 
la double équation : 

5m A sin B sin G 



sma sin B smc 

LxxTi. Dans tout triangle spkerique le cosinus d'un 

angle est égal au quarré du rayon multiplié par le 

cosinus du côté opposé, moins le produit du rayon par 

les cosinus des côtés adjacents, le tout dii^isé par le 

produit des sinus de ces mêmes côtés : c'est-à-dire, 

qu'on a pour l'angle C , par exemple , cos C = 

J^^cosc — Kcosacosb ^ ,, ., 

: :-:— 7 • Un aurait semàlaolement pour 

sut a sin b -* 

, . 'R.^cosu'^'Kcosbcosc 

les deux autres angles, cos A = . , . * 

® smb sut c 

R* cos b — R cos a cos c 

et cos B = . • 

sin a sin c 

fig. i5. Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BG = a, AC = ^, AB = c. Du point O, centre de la 
sphère , tirez les droites indéfinies OA, OB, OC ; prenez 
OD à volonté , et par le point D, menez DE dans le 
plan OGA et DF dans le plan OCB , toutes deux per- 
pendiculaires à OD, lesquelles rencontrent en E et F les 
rayons OA , OB , prolongés ; enfin joignez £F. 

Uangle D du triangle EDF est par construction la 
mesure de Tangle que font entre eux les plans OCA , 
OCB, ainsi Tangle EDF est égal à Tangle G du triangle 
sphérique AGB : or , dans les triangleà DEF , OEF , 



• Lxv. on a * 



cos EDF _ DE VdF — EF" 
R ~ 2DE . DP • 

cos EOF OE + OF — "eF ^ 
R 2 OE . OF 

Prenant dans la seconde la valeur de EF, et la sub- 
stituant dans la première , on aura 
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— --? —a — 1 ——a cas EOF 

cos EDF DE + DF — OE— OF + 2 OE . OF — r — 



R 2 DE . DF 

Or , ÔE— DE=ÔD et OF — DF = ÔD , on a donc 

i7T^^ OE.OF.co^EOF— Ôd'h 

cos EDF= -^-^ ^ i 

DE . DP 

Il ne s'agit plus que de substituer dans cette équation 
les valeurs relatives au triangle sphériquè : or , on a 

EDF := C , EOF = AB = c/ 25 = ^ 



DE sin DOE ~ 
R OF___ R _ R OD cos DOE _ 
sin b' DF sm DOF w« a' DE ™ 5m DOE ~ 

C05 b OD co5^ DOF cos a _ 

««T ' W^ sin DOF ~^m^* ^^^ 

^ ' R^ C05 c -r- R cos a eos b 
cos C := . , 

sin a sin b 

Ce principe , qui , étant appliqué successivement aux 
trois angles , fournit trois équations , suffit pour la ré- 
solution de tous les problêmes de la trigonométrie 
sphériquè : il a , par rapport aux triangles sphériques , 
la même généralité que le principe de l'art* xlv» par 
raj^ort aux triangles plans. En -effet, puisqu'on a tou- 
jours trois éléments donnés par le moyen d^quels il 
faut déterminer les trois autres , il est clair que ce prin- 
cipe donne les équations nécessaires pour résoudre le 
problème ; équations qu'il appartient' à l'analyse de 
développer ultérieurement , pour en tirer , suivapt les 
différents cas , les formules le plus simples et les mieux 
adaptées au calcul logarithmique. ,. 

Lxxvii. Puisque le principe dont nous pârloné est 
absolument général , il doit renfermer tous les autres 
principes relatifs aux tqiangles sphériques ,. et notam- 
ment le principe du n^ lxxv. C'est ce qu'il est facile de 
vérifier. 

25 
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« -. ., , r> h? cosc — R eus a cos b 

En effet lequatioQ cos C = : -: — r 

^ sm a sut b 

donne R* — cas^ G ou 5iV C=: 

R* ïïùi* ù iitè h — R* 60J* a ùos* ft -f- a R^ eos a cos h eos e — ^R< cos^ e 

JÛB* a sin* b 

Or, 5111' a sùi' » =(R* — cos^ a) (R* — cos^ b) = 
R4 — R» cos* a — R' cos* b + cos* a cos* b. Donc en 
substituant et extrayant la racine , on aura 

r-Tl^{R* — R' coi* tf— R»co«* 6— ft*co«>c4^aRco« acosbeoêcy 

Soit pour abréger Z = 

|/ (R4 — ti* cos*a — R* eos* b — R*co5»c ^^iicosacosbcosc)^ 

on aura donc 

. ^ BZ 5mC . RZ 

sm C = -: ; — r , ou -r 



flAU:=-T 



» » •»< fc 



ji/1 a 5m 6 sin c sin a sin b sin c 

Les valeurs de cos A et de cos B dcraneraient serobla- 
blement 
5mA RZ 5m B RZ 

5/11 a sin a sin b sin c * sin b sin a sin b sin c 
car la quantité Z ne cbange pas , lorsqu*on fait la per- 
mutation entre deux des quantités a ^ b, cf donc on a 

sin A sini sinC . . . • j 

. ■ -SE' V ; = ' . ■■, ce qui est Is principe au n« lxxt. 
5m a 5m b sine ■ ^ T "^ 

LXxviit. Les Tàleufs que nou3 venons de trouver pour 
eos C et 5m C , peuvent servir à trouver les angles d'un 
triangle spbérique dont on connaît les trois cotés ; mais 
il etiste d'autres formules plus commodes pour le cal- 
cul logarithmique. 

£n efCet , s! dans k formule R' — R cos C = 
a sin* 7 G9 on substitue la valeur de cos C, on aura 

» sài* i C_^ ^05 C ooisM^o$ b*\- s4nn unb^^Kcos c 

R^ * R"*^ sàiaànb * 

Le «ulnérâteur de eette i0xpressioii se rédoit à 

R 00s ifH'^b) -^K cbsc; oir , •d'après la formule 

• XXVIII. R cos q — R ca5 ;? =2 sin i (p'^q) sin{(p — ^) * , on 



tromeR cos (a — b) ^R cos c=2 sini (p — b + à) 
sin j (c — a+A); donc 

. /c + b — a\ . /c+a — b\ 
— ~ — C5: .,_- ^ _ 



•^^•^m 






»niC = Rv/) 



^ sin a sin b 

f 

Il est évident qu'on aurait des formules seirablaUes pour 
exprimer 5Ûe ^ A et $m ^ B , par le moyen des trois 
c6\.ésa,b,c* 

Lxxix. Le problême général de la trigonométrie 
sphérîque consiste , comme nous l'avons déjà dit , à dé- 
terminer trois des six quantités A, B, C, a, ^, c, par 
le moyen des trois autres. Il est nécessaire, pour cet 
objet ; d'avoir des équations entre quatre de ces quan- 
tités , prises de toutes les manières possibles; or, six 
quantités combiiùées quatre i quatre ou deux à deux , 

6.5 
donnent —^ où i5 combinaisons, ainsi il y aura quinze . 

équations à former; mais si on ne considère que les 
combioaisons essentieUenaent différentes, ees quii»^ 
équations se réduisent à quatre. 

En effet, on a, i^ la combinaison a^cA , qui cotn* 
prend, par la permutation des lettres, a^cA, a^cB, 
abcQ ; 

2^ La combinaison o&AB, d'où résultent o^AB, 
bcbC , acAC ; 

3° La combinaison abhC , qui comprend les six o^AG, 
abBC , acAB , acRC , ^cAB , BcAC ; 

4** Enfin , la combinaison aABC , qui comprend les 
trots 4xAB0 , ^ABC, <;ABG. 

Il y a donc en tout quinze combinaisons , mais il n'y en 
a que quatre essentiellement différentes. 



388 TaiGONOKéTHIE 

, , , . R* cos a — R co$ h cos c 

Lxzx. LeqoalioD cos As= : — r — : , 

^ sm à sm c 

représeote déjà la première oombioalson abck et celles 
qui en dépendent. 

Pour former Téquation qui répond à la combinaison 
o&AB , il faut éliminer c des deux formules qui donnent 
les valeurs de cos A et cos B ; maïs rélimîoation a déjà 

, , - . - . 1 •/ w . sin A, sin B 

ele faite (lxxvii) , et le résultat est—: — =— : — 7. 

La troisième combinaison se forme de la relation entre 

a, h, A 9 C; pour cela ayant les deux équations 

cos A sin h sin c = R' cos a — R cos b cos c, 

cos G sin b sin a =: R' cos c — R cos b cos a, 

on en éliminera d'abord cos cj ce qui donnera R cos A 

sin c + cos C sin a cos &= R cos a sin b : mettant en- 

. j „ . , , . sin a sin C 
suite dans celle-ci la valeur sm, c := : — ? — , on aura 

sin h. 

pour la troisième combinaison 

cot A sin Q'{'Cos G cos b:^= cot a sin h. {i) 

Enfin , pour avoir là relation entre A , B , G , a, 

l'observe que dans l'équation précédente le terme 

. . « sin b -. sinB j 

cot a sm b=iR cos a . -- — «-ssR jcqs a -, — - ; donc, 

sm a sm A 

en multipliant cette équation par 5m A , on aura 

(i) Pour retenir aisément cette formule et la i-etrouver an 
besoin , voici une régie de Mnémonique : 

10 Avec un côté a et l'angle opposé A , 
Avec un autre côté b et Tangle adjacent G , 
•formez Téquation fictive cota cot A = cotb cotC, en obser- 
vant de mettre les petites lettres avant les grandes. 

Qp Multipliez départ et d'autre par sin b sinC , en supposant 
le rayon R = i , vous aurez 

àot a sin b cot A sin C =cos b cos C. 

3° Dans le premier membre , séparez les petites lettres des 
grandes , en mettant à celles-ci le sigiie*— , vous aurez Inéquation 
vraie 

cot a sin b ^cot A sin G = cos b cos C , ^ 
laquelle étant homogène aura lieu, même sans supposer R=i. 
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B cos A sin G £= R cos a sin B — sin A cos G cos b. 
Si dans cette équation on permute entre elles les let- 
tres A et B, ainsi que a et b, on aura 
B cos B sin G = B cos b sin A -r- sin B cos G co5 a. 
Et de ces deux-ci on tire, en chassant cos b, 
R'^cos A sin G + B cos B ^i/i G cos G =co^ a sin B 5m' G. 

Donc enfin 

B' cos A+R C05 B cos G 

sin B sm G 
G'est la relation cherchée entre A, B, G, a, ou la 
quatrième des équations nécessaires pour la résolution 
des triangles sphériques. 

Lzxxi. Gette dernière équation entre A, B, G, a, 
offre une analogie frappante avec, .la première entre 
a, 6^ c^ A : et on peut rendre raison de cette ana^ 
logie par la propriété des triangles polaires ou sup- 
plémentaires. En effet, on sait que le triangle doirt 
les angles sont A, B, G, et les côtés opposés a, b, c^ 
répond toujours à un triangle polaire , dont les côtés 
sont 200® — A, 200* — B, 2Ôo<» — G, et les angles 
opposés 200» — a, 20o<» — b , 200** — c. Or , le principe 
de l'article Lxrvi étant appliqué à ce dernier triangle , 

il en résulte 

, Ra cos (2000— A)— R cos (aooo— B) cos (aoo<>— C ) 

cos (2000— a)= i r— ; — p, . , J ^: ' ' i 

ce qui se réduit à 

B' C05 A+R C05 B co^ G 
cos g—— — ^ , 

sin B sin G. 

ainsi que nous l'avons trouvé par une autre voie. 

Gette formule résout immédiatement le cas où 
l'on veut déterminer un côté par le moyen de trois 
angles ; mais , pour avoir une formule plus com- 
mode pour le calcul logarithmique, on substituera 

la Valeur de cos a dans 1 équation i ^ = — — — , 

. j sin'^ \ a 
cequi donnera —r:^ — = < 
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sinBitnC ^eos'BcosC-lieùsA — Rco5(B+C)— Rco*A 
a sùi B sùi G 2 sîn B 5in G 

xyuh Et parce qu'on a en général * R co ^ /> + B. <:^^ 7 =^ 
a cas i ip -i- ^) cos ^ (p — q), cette équation se 
réduit à 
sin^\a — cojj(A + B + G) cos { (B + G — A) 

R'"* 5//1 B 5m G 

où il faut observer que le second nieiid>re, quoi- 
que sous une forme négative, est néanmoins tou- 
jours positif. Gar on a en général s in {x — 100^ ) = 

sin x cos 100® — cos x sin 100° . 

— — — B=s — cos Xt donc 

R 

— Cd5 ^ (A + B + C)=3:^iii / — 2l 1 loo^^ 

quantité qui est toujours positive, paixe que A-i-B 
•fG étant toujours compris entre 200® et 600®, l'an- 
gle •> (A-f B + G)-<- 100* est compris entre zéro et 
%où^\ d'ailleurs cos { (B-fG — A) est toujours po- 
sitif, parce que B 4- G — A ne peut pas surpasser 
aoo®; en efict dans le triangle polaii*e le côté 200* 

— A est plus petit que la somme des deux autres 
20o« — B , 200® — G ; donc on a 200» — A < 4<^o" — B 
-*-C, ou B+G— A<2oo». 

Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours 
positif, on aura, pour déterminer un côjté par le 
^ moyen des angles , la formule 

A-fB + G B+G — A 
«m7a = R|/< 2 2 



sin B sin G 

Lxfzii* Avant d'aller plus loin , nous remarquerons 
que de ces formules générales , on peut déduire celles 
qui concernent les triangles sphériques rectangles. 
Pour cet effet, on fera As=3ioo«, tant dans les quatre 
«formules principales que dans celles qui en dérivent 



par la permutation d^ lettres. £t d'ubotfd r«q[uatioa 
cos A sin b sin c=:R* cos a — R cos b cos d donnera 
par oetle sabstitutioa. 

^çQf a^^CQs bçosç^ (ijf 

Lei dérivées de l'équation générale ne contiennent 
point A , et wsi ne donnent aucune relation nouvelle 
dans le cas de Ass? ioo% 

L*équatlon — : — s= ^, — - , donne dans le cas de 
sm a sm b 

A =; ioo«, 

R *m B . ^ 

sm a sm b ^ * 

Et la dérivée * . gg ■ . , donnerait égalemépit . 

sw, a sm c 

. ' " '^= -7— ; mais celle^oi est eQe-ménie une dérivée 

sin a sm c 
de réquation (2). 

L'équation cùt A sin C+cos C cos bc^cot a sin b , 
donne dans le. oas de AasfooS cos G cos bt=zcot a 
sin b ,ou 

cQs G (ang a =« R tang £« (3) 

l^a déi*ivée €o$ G sin A^cos A ççs b^^^ot c m' b, 
donne dans le même cas , R coi C 49= oot c sin b., ou 

R Umg c=. sin b tarig G. (4) 

Enfin la quatrième équation principale sin B sin C 
cos a=R« cos A4-R cos BcosQ^ et sa dérivée sin A 
sin G cos ^«BsR* côf B+R cof A cos C , donnent dans 
le cas de A?9 ioo<>, sin B sin G cp5 ancR cp« B co^ G 
et #1/1 Ccos bsBiTicoslit ou. 

co^ B cof G=R cos a 4 * (5) 

fin Ccos b^ssK cos B. . (6) 

Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 
des triangles rectangles est fondée. 

Lxxxiii. Nous terminerons ces principes ^ar la dé- 
monstration des Analogies de Nepçr, qui servent à 
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simplifier plusieurs cas de la résolution des triangles 
sphériques. 

Par la combinaison des valeurs de cos A et cos G 
* Lxz. exprimées en a, b, c, nous avons déjà obtenu Féquation * 

R cos A sin c= R cos a sin h — cos G sin a cos b. 
Celle-ci donne par une simple, permutation : 

R cos B sin c s= R cos b sin a — cos G sin b cos a. 
Donc en ajoutant ces deux équations , et réduisant, on 
aura 

sùic (coiA+co5 B) = (R — cos G) sin (a + ^). 

-. . . sin c sin a sin b 

Mais puisque -r— p; = . . =-rn^» on a 

sm ti sm A sin ïi 

sine {sin A-\-sin B)i=:zsin G (sin a-^-sin b) 

et sin c (sin A — sin B) = sin G {sin a — sin b). 

Divisant successivement ces deux équations par la pré- 

^ cédente , on aura 

sin A + sin B sin G sin a'\-sin b 

cos h-^-cosB R — cosC' sin(a'\-b) 
sin A — sin B sin G sin a — sin b 

co^A+co^B R — cô^G ^m (a + ô) 

Et en i;éduisant celles-ci par les formules des aurti- 
cies XXIX et xxx, il viendra 

Donc étant donnés les deux côtés a et ^ avec l'angle 
compris G , on trouvera les deux autres angles A et B 
par les analogies j 

cos^^{a'}rb)\cos\{a — b)i'.cot{Citang{{K + B) 
sin'^ {aJfb): sin^ {a — b) :: co/| G: towg^ (A — B). 

Si on applique ces mêmes analogies au triangle polaire 
du triangle ABG , il faudra mettre aoo® — A, 200» — B, 
aoo»»— a, 2oo«— ^, 2ooo-~c, à la place de ^i, b, A,B, C, 



respectivement, et on aura pour résultat ces deux ana- 
logies 

cosj{A + B):cosi{A — B) :: tang { c i tang^{a + b) 

««^(Â + B): sini{A — B):: tangue: tangj{a^^b)^ 

au moyen desquelles , étant donnés un côté c et les deux 

angles adjacents A et B , on pourra trouver les deux 

' autres côtés a et ^. Ces quatres propoilions sont connues 

sous le nom d'jànalogies de Néper. 

Résolution des triangles sphériques en général, 

La résolution des triangles sphériques comprend six cas 
généraux , que nous allons développer successivement. 

PREMIER CAS» 

LXXXiT. Étant donnés les trois cotés a , b , c , on 
trouvera un angle quelconque, par exemple, V angle A 
opposé au côté ^^ par la formule : 

. aArb — c . a-^-c — b 
5in 7 A= il |/< a 1 



dnb sine 

DEUXIÈME CAS. 

LxxxY. Étant donnés deux cotés a et b ai^ec l^an- 
gle A opposé à l'un de ces cotés, trouver le troisième 
coté c et les deux autres attgles B et C. 

lo L'angle B se trouvera par Téquation sin B = 

s in A sin b ^ 

sin a 

2^ Pour avoir l'angle G , il faut résoudre l'équation 

cot A sin G + cos G cos b r= col a sin b* 

Soit pris pour cet effet un angle auxiliaire 9 de manière 

' ' • cos b tans A . cos b cos o 

qu on ait tang<fz=2 —-2 — , ou cof A= : ; 

* Jtt sm (f 

cette valeur de cot A étant substituée dans l'équation à 

cos b 
résoudre 9 donne — : (cos 9 sin G + sin 9 cos G) = 

sin 9 

cot a sin b, d'où l'on tire 
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^ ^' tanga 

Par œt Artifice t on voit que les deui teiinea inconpos 
dati$ réquation propoaée le réduisent à un seul , d'où il 
est facile de tirer l*angk G* 
3° Le côté c se trouvera par Féquatioii 

sin a sîn G 

sin c = . . A • 

stn A ^ 

On peut aussi le détermiaer directement par la ré- 
solution de réquation 

Rco« b cos c+co$ A «m i 5Ûi c ss K* cosa. 

. . , 'R.cosbsina 
Pour cet effet , soit cos A sm b = — — , ou iang<f = 

COS A tane b 

' ^ — , on aura 

cos c cos a + 5111 C sin ç) = R cos a\ Donc , en cher- 

cos ç • 

chant d'abord l'auxiliaire ç par Téquation rang 9 = 

cosAtangb ^^ ^^^^ ^ ^^^ ^ ^^^ l'équatioa 
R 

. . cos a cos tt 

oos (c — cp; =— r — . 
^ ^' cos b 

Ce second cas peut avoir deux solutions , ainsi que 

le cas analogue des triangles rectilignes. 

TROISIEME CAS. 

ULTLxyi. Étant donnés deux côtés a et h as^ec V an- 
gle compris C, trouver les deux autres angles A et B 
et le troisième coté c. 

X» Les angles A et B se trouvent «par ces deux équa- 
tions 

cot a sin b — cos G cos b 

sin C 

cot bsina — cos G cos a 

sin G 



cor A 

C0tB:= 
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dans lesquelles les seconds membres pourraient être 
réduits à un seul terme ^ au moyen d'un auxiliaire ; mais 
il est plus simple , dans ce cas , de se servir des analogies 
deNéper, qui donnent 

tang =co/jC. ^i r{. 

a^ Connaissant les angles A et B, on pourra calculer 

le troisième côté c par l'équation sin c s= sin a. . ; 

sût A. 

mais pour déterminer c directement , on a l'équation 

R* cos c = sin a sin b cos C + R cos a cos b. 

Soit pris l'auxiliaire ç, de manière qu'on ait sin b cos G == 

, cos C tans b 

cos b tang f^ y ou tang(f rz: ' ■■ '■ ' , on aura 

cosb , , 

cos c c=: cos (a — ©). 

C0S(f 
QUATRIEME CAS. 

I.XXXTII. Étant donnés deux angles AetB at^ec le 
côté adjacent c , tromper les deux autres cotés a et b, 
et le troisième angle C. 

1 ^ Les deux côtés aetb sont donnés par les formules 

cot A sin B 4- cos B co5 c 

co^ a —^ ■ , • ■ M . 

^ , cot B 5171 A + cos A ro.? c 
cot b = ^ . , 

sine 
mais on peut les calculer plus facilement par les ana- 
logies de Néper , savoir : 

. A + B . A— B a — b 

sm : sm : : tang ^ c : tang 

A + B A — B a + * • 

cos : cos ■ : : tang j c ; tang . 

^2 2 - 
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a« Connaissant a et h, on trouvera G par l'équation 

, ^ sincëinA . . . ^ ,. 

smxa^z : ; mais on peut aussi trouver G ai- 
grit a ^ 

rectement par Téquation 

R^ cos G :=: cos c sin AsinB — R cos A cos B. 

Soit pris l'auxiliaire ç, de manière qu'on ait 

. _ _ cosctangB 

COSCSinB=aCOSDC0t<ùiOVLCOt(pZ=:. =r— 2 — , , 

MX 

on aura 

-, 5W(A — <p) 

cos C = cos B. —. ^« 

Ge cas et le précéden t ne laissent aucune indétermination . 

CINQUIEME CAS. 

LxxxTiif . Étant donnés deux angles A e^ 6 (wec le 
côté a opposé à l'un de ces angles , tromper les deux 
autres cotés b, c , et le troisième angle C. 

i<^ Le côté b se trouvera par l'équation sin b=z 

sin 6 
sin a . -: — r-, 
smK 

a^ Le côté c dépend de l'équation 

cot a sin c — cos 6 cos c zzzcot A sin B. 

a». ^ -n^os a> cos B tans a 

bon cotas=cos B . ou tang ^= ^ , on aura 

sm <p Jet 

cosB . . 

— : [sm c cos m — COS C sin ç) := cot A sin B ; donc 

oin o 

jj-^/ç ._ tangBsin<f 
^ ^' <a/igrA 
S^' L'angle G se trouvera par la lésolution de l'équation 
cos a sin BsinC — R cos B cos C =R» cos A. 



a •^ 1. ir â. • T» R cos B cos o 

Soit pour cet enet cos a sm B =: : ^, ou 

'^ sin 9 

cos a tans B cos B , , ^ 

cot m = = — - — , on aura — : (5m G cos q> — 

K sin m ^ 



cos C sin ç) ^R coj A ; donc 

. ,^ . cos A sin (û 
sin (G — <p) = -— i. 
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Ce cinquième cas est , comme le second , susceptible de 
deux solutions , ainsi que cela a lieu dans le cas ana- 
logue des triangles recUlignes. 



SIXIEME CAS. 



Lxxxix. Étant donnés les trois angles A , B , C , 
on trompera un coté quelconque, par exemple^ le coté 
opposé à l'angle A , par la formule 

^ \ sin B sin C / ' 

On peut remarquer que de ces six cas généraux les 
trois derniers pourraient se déduire des trois premiers, 
par la propriété des triangles polaires : de sorte qu'à 
proprement parler, il n'y a que trois cas différents dans 
la résolution générale des triangles sphériques. Le pre- 
mier cas se résout par une seule analogie , comme les 
triangles rectangls ; le troisième se résout d'une ma- 
nière, presque aussi simple, au moyen des analogies de 
Néper. Quant au second, il exige deux analogies ; et 
d'ailleurs , il admet quelquefois deux solutions , tandis 
que le premier et le troisième n'en admettent jamais 
qu'une. 

XG. Pour distinguer dans le second cas si, pour des 
valeurs particulières données de A, a, Â^ il y a deux fig. 16. 
triangles qui satisfont à la question ou seulement un ; 
supposons d'abord l'angle A •^ loo^' , et soient pro- 
longés les deux côtés AG , A6 , jusqu'à ce qu'ils se ren- 
contrent de nouveau en A'. Si on prend l'arc AC*^ roo® 
et qu'pn abaisse CD perpendiculaire sur AB, les côtés 
AD , CD , du triangle rectangle ACD , seront tous deux 
plus petits que 100*^ , la ligne CD sera la distance la plus 
courte du point C à l'arc AB, et en prenant DB' = DB, 
les obliques CB', CB , seront égales et d'autant plus lon- 
gues qu'elles s'écarteront plus de la perpendiculaire. 
Soit AC = ô, CB = a, on voit donc qu'un triangle 
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dans lequel on a A < loo» , b < loo» , et a < t , anc- 
oessairement deux solutions ACB , ACW ; maïs si , en 
supposant toujours A et 6 plus petits que loo» , on a 
a^b, alors le point B' passerait au-delà du point A , 
et il n'y aurait qu'une solution représentée par ABC. 

Soit ensuite AC > loo», si on abaisse la perpendi- 
culaire CD' sur ABA', on aura de même CIÏ < A'C , 
et l'arc C'B'" mené entre D' et A' , sera > CD' et 
>C'A^donc«ionfaitAC = i. C'B»=CB'"=a, 
on voit que la supposition A < loo» et ^ > ioo« don- 
nera deux solutions si a + A < 200« , et n'en donnera 
qu'une si fl+ft > aoo«, parce qu'alors le point B'" pas- 
serait au-delà de A'. Discutant de la même manière le 
cas où l'angle A est > ioo% on pourra étabKr ainsi les 
symptômes qui déterminent si , dans le cas ii , la ques- 
tion admet deux solutions ou rfen admet qu'une. 

r a'^ b ane solution. 

A<iooo,*<iooo ^ ^^^ de«x solutions. 

( ia+ ft>sw)6® une ablation. 
A < looo , 6 > looo I ^ ^ ^ ^ ^^^ ^^^ solutions. 

(a-^b^ aooo deux solutions. 
a + &<aooo une solution. 
{a^b deux solutions. 

«<6 une seule solution. 

Il n'y aura qu'une solution si on a A=:= ioo° , soit a = 6, soit 
a^ b = aoo°. ïl J en aura deux si on a fr = ipo». 

xci. Ces mêmes résultats peuvent s'appliquer an cas 
cinquième par la voie du triangle polaire, et on en tinera 
les symptômes suivants, qui feront connattre si pour 
des valeurs données de A , B , «, il y a deux triangles 

qui satisfont à la question , ou s'il n'y en a qu'un. 

^ ( A < B une solution. 

4i>ioo«,B>iooo j ^•^^v deux solatiMis. 

^ ^ i A-f-B<aooouiicMl«tion- 

^ii>iooo,B<iooo I j^^B>2aaodeuxsolutions. 

( A 4- B < 200» deux solutions. 
ii<ioo«,B>io<ï* ) A +B>aooo une solution. 

(A < B deux solutions. 

A>B une solution. 
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n n*j aura qa^nne solution si Tune des égalités saîrantes a liea 
a s= ioo% A=:B9A4-Bï= aoo°. Il y en aura deux ai B se loo**. 

xcii. Dans tous les cas, pour écarter les soliitiops inu- 
tiles ou lauases, il faut se rappeler, i^ que tout angle 
ou tout oâ&é doit être plus petit que 200* ; 

1^ Que ks plus grands angles sont opposés aux plus 
grands côtés , en sorte que si on a A ^ B, il faut qu^oa 
ait aus$] a^ b, et vice versa* 

Exemples 4ê la résolution dés triangles sphériques. 

xciii. Exemple L Soient O , M , N , trois points si- fig. i5. 
tues dans un plan incliné i l'horizon ; si de ces trois points 
on abaisse les perpendiculaires OD , M.m, Nn^ sur le 
plan horizontal DEF , les objets situés en O , M , K , de- 
vront être représentés sur le plan horizontal par leurs 
projections D, m ^ i>^ , et Tangle MON par m D n. Cela 
posé, étant donné Tangle MON , et les inclinaisons de 
ses deux cdtés OM , ON , sur la verticale OD, il s'agit de 
trouver Tangie de projection mDn. 

Du point O eomme centre et d'un rayon = i , dé- 
cri ves une surAtce sphérique qui rencontre en A, B, C , 
1«6 côlés OM^ ON et la verticale OD, vous aurez on 
triangle sphérique ABC , dont les trois côtés sont con- 
nus ; on pourra donc déterminer faugle C égal à mD/ï 
par la forinule du premier cas. 

Soit par exemple , Tangle MON^ AB = 64« 44' 60" ; 

rangle DOM :& AG e= 98» 1 2' , et l'angle DON=BC= 

lo5^ 4^' 9^on aura par la formule citée 

\ ^ sin 28° 5^' 3o" sin 35» 87' 3o" 

5m»iC = R>. : — £ — r-: —/- — . 

sm 90» la sm io5" fyx' 

Valeur que l'on calculera ainsi : 

L. sin afto 67' 3o" .,. 9 . 6373966 L. jm 98° la'... 9 . 9998106 

L. sin 35» 87' 3o" . ,.9.7076563 L. sin ix)5o 4a \.. 9 . 9984242 

•#io»e •4. « li E. 39 . 365o5i8 1^ 9981348 

19 . 9982348 

a Lf. sin^C 19.3668170 

X • *. r^ ^ AQîi/^ft^ ( 1 C = 320 4' 70" . 5 

Li. 5in 4 C. . . . 9. 6834085 { a ^ ^, , 

• "^ l C = 64 9 4i 
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Donc Fangle 64' 44' ^ « mesuré dans un plan indiné 
à rhorâon , se réduit à 64** gf ^i" ^ lorsqu'il est projeté 
sur le plan de Thorizon. 

Ce problème est utile dans l'art de lever les plans, 
lorsque les points qu'on veut déterminer sont situés à 
des hauteurs sensiblement diflTérentes au-dessus d'un 
même plan horizontal. 

xciv. Exemple II. Connaissant les latitudes de deux 
points du globe , et leur différence en longitude , 
trouver leur plus courte distan ce. 

On imaginera un triangle sphérique ÂGB formé par 
le pôle boréal C , et les deux lieux A et B dont il s'agit ; 
dans ce triangle on connaîtra l'angle au pôle ACB , qui 
est la différence en longitude des deux points A et B^ et 
.les deux côtés compris AC , CB , qui sont les complé- 
ments des latitudes des points A et B. On déterminera 
donc le troisième côté AB par les formules du cas m. 

Soient, par exemple, A et B les d[>servatoires de 
Paris et de Pékin ; la latitude boréale de l'un de ces 
lieux est de 54' ^6' 3&' , celle de l'autre est de 44^ 
33' 73^^, et leur différence en longitude est de 12& 
80' 56". Ainsi on aura 

a= 450 73' 64'' 

b= 55 66 37 

C=i26 80 56. 

D'après ces données on aura pour déterminer c, les 

formule» tang ç^^ilÇtongA^ co,c=*^*^"<^^^ 

R cos 5p 

dont voici le calcul 

L. cos C. . . . 9.61 i435a 
L. tan^ 6.... 10. 0776707 / 

h.tangf., , , 9.6891059 

L'angle 9 que donnent les tables par le moyen de ce 
logarithme-tangente est 28» 94' 23". Mais il faut obser- 
ver que cos C est négatif, et qu'ainsi tang 9 étant néga 
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tîf 9 on doit éprendre ^ ss — 28** 94' 2 S'', ce qui donnera 
a — y = 74* 67' 87". Cela posé , en observant que 
cas ( — 9 ) =3 cos <p , on achèvera ainsi le calcul 

L. cos {a — f). 9. 5880938 
L. coê b 9.8071953 

19 . 3961891 

L. eos f . /. . • . 9«9S348ft3 
L. cof c 9«44i8o68 

Donc la distance cherchée c es 8a* t& o5^. Celte 
même distance peut s'exprimer en myriamètre^ par 
8% I , 6o5 ; car uo myriamètre est la longueur d'un 
arc de dix minutes , et un mètre est celle d'un arc d'un 
dixième de seconde. 

xcy. Exemple III. Pour donner un exemple du 
cas cinquième , proposons^nous de résoudre le trian- 
gle sphérique dans lequel on connidt les deux angles 
A= 78<» 5o', B =; 54** o', et le côté opposé à l'un d'eux 
az=Qg^ 20' l'j". Au moyen de ces données, on trouve , 
d'après le tableau de l'art, xci , qu'il ne doit y avoir 
qu'une solution , parce qu'on a. tout à la fois a-^ ido®, 
B<^ 1 00^ et A^B. Voici le calcul de cette solution. 

I o Le côté b se trouvera par la formule sin b =5 
sin fi 

tin ^ . "A » 

sm A 

h.sma...' 9.9999669 

» L. m B 9.87511Ô6 

10 — L. sinA^ .,.-.... o . oa^aSaS 

L. MÎn k 9.9003440 

Ce qui donne b :=: 58^ 5o' i4" ou son supplément 14 1* 
49' 8&' ; mais puisque l'angle B est <^ A , il faut que le 
eôtié h soit ^ a, ainsi la première valeur est la seule qui 
puisse avoir lieu. 

3® Pour avoir le côté c on doit faire long ç :?3 

cos B tang a , , . ^ tang B sin » 

S-^— , sin le- — «)a38 i P-. r ■ . T g=s 
L \ ^ ^' tangk 

tang B cot A sin ç 

R^ 

26 
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L- «« f 9 9999^^0 

t, eoi B 9.8ao4o63 L. to/igr B— LR.. . 0.0547193 

L. tailla — LR... 1.9016731 L. coc A ...9.5455236 

Ja,tangf II. 7220794 L. «rt(c — f) 9.6001649 

^ = 980 79' 28" .8 c — ^ = aCo 7' 70" . 5. 

Ici on a encore le choix de prendre pour c — ^ la va- 
leur %&" ']', 70^ . 5, ou son supplément 178*» 9^' itf • 5; 
mais en prenant cette seconde valeur, on aurait c^ 200'', 
ainsi il faut s'en tenir à la première , qui donne c=ia4** 
81' 9^ .3. 

8® Enfin, pour calculer directement Tangle G, 

, « , . cos a tans B 
nous prendrons les formules cot ysss ^^ , 

. ,^ ,. cos A sin i> 
sm (C — f)=Z =; — . 

* ' cos B 

h.sinfjf 9*9999^63 

L. cos a 8.0982928 L. cos A 9.5202711 

L. ton^B — LR... 0.0547193 L. R — Lco«B... 0.1795937 

L. co< ^ 8.i53oi2i L. 51/1 (G — ^)»... 9-6998211 

^ = 9909' 45" .5 C— ^ = 330 40' 54" . 5 

^ • 99 9 45 • 5 

C = i32 5o 0.0 

On n*a pas pu prendre pour G — ^ le supplément de 

33* 4^' 54'' • 5, parce qu'il aurait donné pour G une 

valeur plus grande que 200*. Ainsi on voit qu'en effet 

le problème proposé n'est susceptible que d'une solution. 

Nota, Si on fait usage de Tancienne dÎTisîon du cercle pour le 
calcul de ces exemples, les angles donnes ou calcules seront ex- 
primes comme il suit : «... 

Exemple I. Angles donnes. MON = 58» o^ ^'^ 

DOM = 880 18' 28'', 8, DON = 940 52' 4o'% 8. Angle calculé 
€=570 41' 4'% 9. 

Exemple II. Angles et c6te's donnés, a = ^i^ 9' 4^'' 

6=5oo 5' 47", C = 1140 7' 3o". Côté conclu, c = 730 46' 40". 

Exemple III. Angles et côtés donnés. A= 70039', B=48<> 36', 
«=89» 16' 53", 5. Angles et côtés calculés. & = 520 39' 4" 5 , 
= 1120 ao' 16", 6, C = 1190 i5' o". 
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APPEINBIGE 

Contenant la résolution de dii^ers cas particuliers de 

la Trigonométrie, 

xcvi.,La rewlution des triangles, telle qu'on vient de Texpo- 
ser, ne laisse rien à désirer du coté de la généralité. Il est néan- 
moins quelques circonstances où Ton peut, ayec avantage, sub- 
slituer des solutions particulières aux solutions générales, soit 
pour abréger les calculs, soit pour en rendre tes résultats plus 
exacts et plus indépendants de l'erreur des Ublcs. Nous allons 
résoudre quelques-uns de ces cas particuliers, en choisissant 
ceux qui sont de l'usage le plus fréquent , ou qui conduisent aux 
formules les plus remarquables. 

Nous continuerons de désigner par A, B, C, les angles du- 
triangle propose, rectiligne ou sphérique, et para h c les 
cotée qui leur sont respectivement opposés. Nous supposerons 
de plus le rayon des Ubles= i, ce qui n'altère pas la généralité 
des résultats. Les angles A, B, C, sont exprimés dans le calcul 
soit par les degrés , soit par les longueurs absolues des arcs quj 
leê mesurent, ces arcs étant pris dans le cercle dont le rayon est i 
Si un angle ou un arc x est très-petit, on pourra mettre 
an lieu de sm x et co$ x, leurs valeurs en séries ; savoir ! 

.î>,x=x--±-+etc.,co5x=x~£i+etc.;maisalor.a: 
doit être exprimé en parties du rayon. Un arc étant trouvé en 
parties du rayon, pour avoir sa valeur en minutes, il faut le 
multiplier par le nombre de minutes comprises dans le rayon • 
. aoooo . • ' 

ce nombre ert— - = 6366 . ,977,37 , et .on logarithme 

= 3.80388012297. , 

S I. Des tnangles rectilignes dont deux angles sont 

très-petits. 

xcYii. Supposons que les angles A et B soient très-peUU 
et par suite C très-obtus, on pourra faire sin A=3 A — » A^ 
sin B=B^1 BS et sm C=:«» (A+B)=A+B-1 <aIb)3 
Si donc on connaît le côté c avec les angles adjacents A et 
B, on trouvera les deux autres côtés par les formules a=z 
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yaleurt prëeédentes et rëduisant, deTiennenl. 

ek / , aAB+B» \ 

^-a+bV'+— "6 — ; 



cB / , A« + aAB ^ 



et de là résulte a+b—e^icAB. Ces valeurs sont exactes, 
sus termes près qui contiennent quatre dimensions en A et B. 
'.&GVIIL Supposons en second lien qu'on donne les deux 
côtés a él h, avec l'angle compris C=«— «, • étant très- 
peUt. On aora d'abord c«=sii>-f-*»+a«^ cestM««+6'+a«* 
(i — i •» ) =( «+6)*— «* ^ J donc 



Ci 



a+6— i. 



3+y 



Ensuite Tangle A se trouvera par Téquation si» A = ^ «m C = 

- sin 9^ d'où Ton tire, en substituant la valeur de e et celle 

de sin9,iin A = ^ ( H-r- 1^^^), ^*- i^ j =;^ 

0oneA = smA + isiVA=^ + .2fij^^ 

on déduirait la valeur de B en permntiBnt entre ellea lea 
lettres a et b; mais A étant connu, on a immédiatement 
B=r9<— A. Si^est donné en minutes, pour avair A exprimé 

aussi en minâtes, il faudra, dans les ionnules précédentes, 

A 9* 
substituer , au lieu de A et tf , les rapports g i g » ^ ^^^^ ^^ 

nombre de minutes comprises dans le rajron. On aura ainsi 

, . Lab /A» 

zen. Pour donner un exemple de ces formules, soit a= 
looow, 9 = a4oo"*, 0=199032' ou ^=68', on aura a+^ — ^^=^ 

^^-r^ys=o.o37$o6> d'où tf=B 3399^,969194. En- 
suite on a par une première approximation A =? -rr- =s ao', et 
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B := ^ ^ A =s 4^' ; mais là fortiHile entière domie A =: ac/ 

[ ' " ""e^^oôy (ï)' ] = »9'-999B8946, et par «lîte 
B= 48'.oooiio54, valeurs qui doivent être exactes Jusque 
dans la 4erniére décimale. 

S II. Résolution du troisième cas des triangles rectilignes par 

la voie des séries» 

c. étant donnes les deux côtes a et 6 et Tangle compris C , 

pour trouver Fangle B , on a la proportion h : a:: sin B : 

sin (^ + C), laquelle donne a sin B=& {sîn B cos C-f* 

•. . ^ % f m B & sin C ... , 

co* B si/i G j, et par conséquent p = r — -Tç. Si dans 

'^ r 1 cos B a — 6 cos G 

cette équation on met à la place des sinus et cosinus leurs 
valeurs en exponentielles imaginaires *, on aura 
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d^où Ton tire 

a — be ^ 

Prenant les logarithmes de chaque meœbi e et développant 
le second en série diaprés la formule connue L(a— ^x) = 

La ^ — s— e — etc., onaara 

a B|/^i==:j^ »^ +r?* +37* +*'''•' 

a aaa 3a^ 

Done en divisant par 4|/— i , et observant que e^^ — 

—"•Cl/ — I -, 

e "^ =a|/ — I sin m G, on aura. 

B = - sm C + — sj/i a C + ^, râ 3 C + r^. sm 4 C + etc. 
a 'art* 3 a' * 4 ** 

G'est la valeur de Tangle B, exprimée en parties du rajon, 

par une suite dont la loi est très«>simple , et qui sera d*autanl 

plus convergente que h sera plus petit par rapport à a. 

La valeur qu*on vient de trouver doit saiisfaire aussi à 

Tequalion tang ( B + - C ) =— î-^ te/]^ 1 C, qui est la même 

a *— ' & ' 
que tang ^ (A — B) := . , col -j C , et qui ne diffère, que par 

. c ■ n ' .. «m B h sin C 

la forme • de lequalion =r » — - 

cos B a — cos G 
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CI. L'angle B étant conna , on aura le Irotsième angle , A = 
aoo« ~ B — C. Quant aa troisième côté e , U dépend de Téqua- 
t^on c*=r«a — a«& cos C+^'j laquelle donne par Textraction 
de la racine 

e^ « — 6 coê C + — #Mi» C + — r *">* C com C — etc. 

aa aa* 

Mais cette série n'a pas une marche régulière, et ne peut pas 
être eontiniie'e à volonté. Au contraire, on peut trouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique 
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a^^-'iab 

eosC + 6* = (a— 6e ■^""* ) (a — he~ '); car le produit 

développé de ces deux facteurs donne 

a* — ah(e •'^"~ 4"*~ +^* j ou a* — a ah cos C+&*. 

On a donc c" = (a — he ^ )(a — he ^ ); 
prenant les logarithmes de chaque membre, il viendra 

- - & C|/-i * &* ICI/— I h^ 3C|/— I ^ 

aLcssLa e^ — e ^ — 3— ï^ — etc. 

a a a* 3 a' 

.6--C|/-ï &• -aCl/— I 6^-3cl/-i 



-l-La-^— tf "^ -e "^ —.5 — -e ^ -—etc. 

a a a* 3 a' 

Donc en réduisant de nouveau à Taide de la formule 

e ^ •t'0 =3 coi m C , on aura 

h b* ^ 

L c = La cos C — — cos a C — "r—^coi 3 C — etc. 

a - a a* 3 a^ 

série non moins élégante que celle qui donne la valeur de 
B ; il faudra multiplier les termes algébriqqes par le module 
0.434^944^9 B^ on veut que les logarithmes soient ceux des 
tables ordinaires. 

S ni. Rétolmion du troisième cas des triangles sphiriques par 

la voie des séries. 

m 

eu. On a, fait voir dans le paragraphe précédent que la 
valeur de x tirée de Téquation tang x=2-dLÏ tang i C , 
peut s*exprimer par cette série 

x=f C+ -sinC + —sin aC + -^l- jî» 3 C + etc. 

Or , dans un triangle sphérique où Ton connaît lés deux côtés 

♦ ixxx VI.. « et ft et Tangle compris C , on a par les analogies de Néper *. 

A-B ^in{la+l.b) 

eot = -r-7-7 7-r-, tang 1 C 

^ «»(la — i6) ^* 
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êin 7 a cas \ h -{- cos \ a tin 7 h , 

"^ sin ± a cùs ib -^cot L a «n± A'^'^* ^» 



cot = ^^"S ~ ^ 

a co*(i.a-.i6) *• 

cos ^ a coj i b-^-sin^a sin ^ b ® * 
'^onc , en yertu de la formule précédente et supposant toujours 
^^«jOnaura 

=: looo— ^C ^^i~- smC a-i — iuiixC 

a ^ tangua ^tang^^a 

3 tahg? ji a 

-— 4— =1000 — iC4 ^^smC ^ y <iiiaC 

a * ' cofia aco<*^a 

+^=4ii„«3C-etc. 
* 3cot^j^a 

Suites dont la loi est très-simple , et qui seront d*autant^plus con- 
vergentes que b sera plus petit. La première est toujours con- 
vergente, puisqu'on suppose b <^a; la seconde le sera aussi, si 
on a tang ^ b <^cot L a , ou a4-6<^aooo. Elle serait divergente 
et fausse si on avait a -f- b"^ aoo® , mais ce cas peut toujours 
s'éviter; car la résolution du triangle EGA dans lequel on aurait 
GA -f^GB^aoo*, se réduit toujours à celle du triangle A'GB' è^. n. 
dans lequel on a GA'-^ GB' «^aoo». Au reste, la seconde série est 
dans sa plus grande convergence , lorsque a et 6 sont tous deux 
très-petits; alors le troisième côté c est très-petit aussi , puis- 
qu'on doit avoir c «^a-|- 5^ et le triangle sphérique diffère très- 
peu d*un triangle plan; dans ce cas Texcès de la somme des trois 
angles sur deux angles droits, s'exprime ainsi: 
A+B 4- G— aooo=i tang \a tangi b sin G— ^ tang*i a tang*^ b sin aG 
+ -i taitg^ 1 a tang^ ± b sin 3 G — etc. 
ciu. Pour trouver le troisième côté c du triangle proposé , on 
a réquatioo cos c ^= cos a cos b -{- sin a sin b cos G , de laquelle 
il est aisé de déduire les deux suivantes : ' 
sin*^c:;:=sin^2.acds^Lb — :ksinI.acoslbcos^asinlbcosC-\'Cos*Lasin^Lb^ 

a aa aaaa 'la' 

cos*l.c=rcos*l.acos*l.b^ncoslacoslbsinl.asinLbcosC'\-^sin*lasin^± b. 

a a a*aaaa ^aa 

Par la forme de ces valeurs on voit que An l c peut être regardé 
comme' le troisième côté d'un triangle rectiligne dans lequel on 
aurait les deux côtés connus sin±a cos Lb, cos^a sini b et 

a a '^ ^ a a 

Tangle compris G; de même cos i.c est le troisième côté d'un 
triangle rectiligne, dont deux côtés seraient cosJ-acostb, 
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ginLaiinLh 9^ Tangle compris aoo<* — C. Donc on a par la 
* CI. formnle trouvée pour les triangles rectiiignes ^ 

tangLh tang^lb 
log tin i.e=siog (sin^aeos2. b) — •- J— easC : tt^^om a G -^ etc. 

tangl.h tang*2.b 
iog eoiLc^log(cosi^aco$i.b) + r— cosC 7^ eos a C + etc. 

Il est à remarquer ultérieurement que comme chacun des trian- 
gles rectiiignes dont nous venons de parler peut se résoudre par 
le moyen d'un triangle reetiligne rectangle, on peut directe- 
ment réduire la résolution du triangle sphérique proposé à celle 
d'un triangle reetiligne rectangle. 

On trouve par ce mojren que sin i- c est rhypotënose d^un 
triangle rectangle dont les côtés sont «m 1 (a «f- b) sin z C et 
ji/il (a — 5}coii-C. De même coti-c est l'hypoténuse d*un 

triangle rectangle dont les côtés seraient cosi.(a — b)cotLQ, 

De plus , si on appelle M Tangle qui dans le premier triangle 
e«i opposé au côté sinL(a--b) coê i. C , et dans le second, N 
l'angle opposé an côté cos L(a^b) eût i.C, il résulte des ana- 
logies de Néper qu'on aura = M , et ■■■ 'J' = N ou 

= aoo*—- N 2 savoir : ' = N si « -}- 6 <aoo«, et —2 — 
• a ' ^ a 

aaî aoo* --- N si a + & > aoo®. Donc dans tout triangle sphéri- 
que où Ton connaît deuiL côtés a et fr et Tangle compris C, on 

... ' . A+B A— .B 
peut trouver directement chacune des quantitesZc, ■, , 

par la résolution d*nn triangle reetiligne rectangle où l'on con- 
naît les dottx côtés de Tangle droit. • 

n résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l'angle M ou 

A— B , - s{nl{a — b) ._ 

■ par la formule tang M s= . , , — r--rr «o< i C , on 

a "^ ^ sm^ia-f-b) * ' 

peut calculer le troisième côté par la formule sin i c =, 

sin 1 (« — 5) C9S i. C sin ^(a+b) sin 1 C 

sin M cos M 

N, B, Lès fbrmûlM trouvas dttns ce paragraphe s*appliqueroat aisément 
k la rësolutibn du ein^ième cas det triangles iphériqiies, puisque celui-ci 
peut se rappoHar tu tt^tstéme ptr la propHëlé du triangle poiaire. 
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§ IV. RéwoiuHon etwt triangle gphérique dont deux côtés sont 

'peu différent» de loo». 

CIT. Soient a et h les deax côtés donnés peu différents de ioo<>, 
on propose de déterminer Tangle C par le mojren des trois côtés 

Si les côtei a et & étaient exactement égaiiz à 100% on aurait 

C =: c; donc a et 6 différant très*peu de ioo<», Tangle C aura 

pour mesure un arc très-peu différent de c. Soit a := leo^-J" «9 

h = 100»+ ff j C := c -f. x; si on substitue ces Taleurs dans 

1»^' »• - r» ^*^' C — cota cos h , . X 

requatioii eos C as . - , on aura cos fc + ») = 

sm a sin % 1 / 

pui8<|ue « et ^ sont «opposes très-petits, 



cos 01 cos € 

on peut en négligeant seulement les termes où « et ^montent au 

fit' 6* 
quatrième degré , faire sin « sin Çzs^téS^ cos u cos ^= i *-~ - 9 

ce qui donnera 

. , . cosc — co5a^ * . . . . -.% 

CO* (C+X)=— -j-^— _ === (I +|«> + i.^)cof c- «ff. 

Or, etk neigeant le qnanré de x, on a cos e (e*^ x) s:=:eoJ c — 
X sin c; donc 

atC — l (et' + ^) COS C 
X= ■■■■■■ * I ■ I. - 

51*11 C 

£t puisque Jt est du second ordre par rapport kot ei €, on voit 
qu^il n'y a de négligées dans cette valeur que les quantités du 

quatrième ordre. Soiti{K-4'0=^F9-(*~~'^ = 7^<^"^=/''f'9> 
€z=zp — 9, on aura sous une forme plus simple 

./' — C05C\ /l+C05C\ . , ... 

CetteValeur est exprimée en parties du rayon; maiscomm^ dans 
la pratique p et q sont données en secondes , si Ton veut que x 
soit exprimé aussi en secondes, il faudra faire 

x=:!^tiUiglC'^^cotj^c, 

R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon, nom* 
bre dont le logarithme :=5.8o388oi. Connaissant x, on aura 
Tangle cherché C = c -f- x. 

lift formulé que nous ▼enons de troover est utile dans les opé- 
rations géodésiqaes pour réduire à Thorizon les angles observés 
dans des plans inclinés \ elle est plus expéditive €t demande des 
tables moins étendues que la formule du cas furemier des triait» 
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gif 8 tphëriq lies, dont noua ayons donne un exemple (n<» 93). 
Cependant, si les éléyations ou dépressions «c et tétaient de plus 
de a ou de 3 degrés , il serait plus sûr de se servir de la me'thode 
générale. 

S V. Rétolution det triangles sphéri^ues dont les côtés sont 
très^petit* par rapport au rayon de la sphère, 

CY. Lorsque les côtés a^h^c, sont très-petits par rapport au 
rayon de la sphère, le triangle propose' est peu difTérent d'un 
triangle rectiligne ; et , en le considérant comme tel , on peut en 
avoir une première solution approchée , mais on néglige de cette 
manière Texcès de la somme des angles sur aoo**. Pour avoir une 
solution plus approchée , il faut tenir compte de cet excès , et 
c*est ce qu'on peut faire très-aisément , au mojreu d'un principe 
général que nous allons démontrer. 

Soit r le rayon de la sphère sur laquelle est situé le trian* 

gle proposé, si l'on' imagine un triangle semblable tracé sur 

la sphère dont le rayon est i , les côtés de ce triangle seront 

a h c 

cos - ^cos - eos - 
abc, r - r ''»,.. 

Z» "> r» C* on aur^ cos A = , Mais puisque 

r r r , o . c ' * 

sm - sin - 
r r 

r est fort grand par rapport k a, b, c, on aura d'une 
xxxT. manière très - approchée * cos - r= i — j- 



b 6" - Ô4 c c* , c'i 

cos — S= 1 — — ■ -f- ^ , ■ - cos — = I ' '■ ' -L. , . 

r ar» ^ a . 3 . 4r4 ' r ar> "^ aTTTJr* ' 

.h b b^ , c e c^ c , . 

51/1 - = - — o . 1 *"* - = r r-r- Substituant ces 

r r a. or* /• r a.3H 

valeurs dans Téquation précédente, et négligeant les termes de 
plus de quatre dimensions en a, b, c, on aura 

fca^ça _^ga /,4 — ^4 — c* b* C* 

^/ b* c* \ 

Multipliant les deux term.es de cette fraction par i 4 i-î. 

- 6 r* 

et réduisant , on aura 

cos A = ^ii^lH-^ + ^* + M-f c4 — 2 fl« ô«— a fl»c*— a b* c» 
^àc "* a4 bcr» ' 

Soit maintenant A' l'angle opposé au côté a , dans le trian- 
gle rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux 
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àucs fl. 1, c; on aura eos A' ==— — 2— t— et 4 ** c «n* A' 

s: a A* à* 4*^^' tf» + a ^a ca — fl4 — M — H. Donc 

eo$ A = co« A' — 5 — *!«• A'. 

6r« 

Soit A = A' + ^9 on aura, en rejetant le quarré de j?, 

bc 
C08 A = co« A' — X jxn A', d'où Ton voit que x ==7-— <ûi A' ; 

1 6 r* ■ ' 

et puisque x est du second ordre par rapport à - et -, il s'ensuit 

que ce résultat est exact aux quantités prés du quatrième ordre. 
On aura donc . 

Ar=A'+^Jl/lA'. 

Mais ^ hc sût A' est ]*aire du triangle rectiligne dont a, b, é, 
sont les trois côtes, laquelle ne diffère pas sensiblement de celle 
du triangle sphërique proposé. Donc, si Tune ou l'autre aire est 

appelée u , on aura A = A' + 5—- , ou A' = A — 5—. On au- 

rait8emblablementB' = B — 5^, C'=C — 5^-, et il en ré- 
or" 3 r* 

suite A' +B' + C ou aoo<» = A +B + C — -^. On peut donc 

considérer — comme étant l'excès de la somme des trois angles 

du triangle spliérique proposé sur deux angles droits. Cela posé, 
on a ce théorème remarquable qui réduit la résolution des 
triangles sphériques très-petits, à celle ^es triangles rectilignes. 

Étant proposé un triangle sphérigue dont les côtés sont très- 
petits par rapport au rajron de la sphère, si de chacun de ses 
angles on retranche le tiers de l'excès de la somme des trois 
anglesr sur deux droits, les angles ainsi diminués pourront être 
pris pour les angles d*un triangle rectiligne, dont les côtés sont 
égaux en longueur à ceux du triangle sphérique proposé^ ou en 
d^autres termes : , 

Le triangle sphérique très-peu courbe dont les angles sont 
A, B, C, et les côtés opposés a, b, c, répond toujours à un trian- 
gle rectiligne qui a les côtés de même longueur a, b, c, e£ dont 
les angles opposés sont A — ±/, B — i«, C — ii, * étant V excès 

de la somme des angles du triangle, sphérique proposé sur deux 
angles droits. 



4ia TmiGONomiTaii. 

CTi. L'excèi i ou*-, <|«i est proportionnel à Taîrc du trian- 

gle, peai too)0«rt se calculer a ^on par les domto da trian* 
gle sphèrique considéré cottoie rectiligne. Si deux côtes h, c, 
sont donnes a?ec l'angle compris A, on aura l^aîre «c=i\ hc tin A; 
si on donne an cdtë n et les deux angles adjacents B, G, on aura 

Vmuf-m = i n» . ibig t' Kûsuite en aura «s« j^R, H «Uni le 

nombre de secondes comprises dans le rajron , et de cette ma- 
nière r sera exprime' en secondes. 

Pour appliquer ces formules aox triangles tracÀ snr la snr- 
fiice de la terre, considérée comme sphèrique (i), il faudra 
supposer que les côtes a, h,€j ainsi que le rayon de la terre r 
sont exprimés en mètres. Or , puisque le quart du méridien 
je r est égal à xooooooo mètres, on en conclut log n=6.8o388oi ; 
d'un autre côté le rayon R, exprimé en secondes , a pour loga- 
rithme 5.So386ox. Donc si au logarithme de l'aire « exprimée en 
mètres quarrés, on ajoute le logarithme constant a. 1 961 19, et 
qu*on retranche dix unités de la somme , on aura le logarithme 
de Texcés 1 exprimé en secondes. 

Connaisssnt t on retranchera ou on supposera retranché 1 c 
de chaque angle du triangle sphèrique proposé, et alors dans le 
triangle rectiligne formé par les côtés a^ b, c, tX. \es angles 

A' =: A — il, B' =B — if, C := C — i * » on aura les données 

9 s 9 

nécessaires pour en déterminer toutes les parties. Ainsi on eon» 
naîtra en même temps celles du triangle sphèrique proposé. 

CYU. Exemple. Soient donnés Tan gle G et les deux côtes a et 

h, savoir: 

C=ia3« i9'99".a3 

log a = 4 • 589i5o3 
/o^ 6 = 4*5219271 

la quantité \ah sût G qui représente Taire du triangle , aura 
pour logarithme 8.78055, à quoi ajoutant 2.19612, on aui*a 
logi=x 0.97667 , partant 1=9". 48 et i i=3".i6. Cela pose, 

il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel on a les deux 
côtés 4S et ^ comme ci-dessus , et Tangle compris G' = 

(1) Dans les opérations géodésiquei les triangles sont le plus souTent 
formas entre trois stations inégalement éloignées du centre de la terre; 
mais, par des réductions conrenables , on substitue aax triangles observés 
les triangles qnt résultent de la projection des stations sur une même sur- 
face sphèrique perpendiculaire 'A la direction de la pesanteur. 
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ia3« 19' 96". 07. Pour eet effet, bous suivronaU mélhodcdu 

n-56, 

a 4.589i5o3 <aii|r (f — 5oo) a.887839a 

h 4 -^^'9^7' co£jC'..,. 9.838nio 

^^ ' ttmg ■ 8.7359503 

y« 54- 90' 74".7îï A' - b' , ,^, , „ 

ioooJC' = 6i 5g 98 .03 — l — = 3o 38' 39". 37 

iC' = 38 40 I .97 A' + B' 

■ 77 , M as 38 4^ ' «97 

A'=4i 78 41 .34 
B'= 35 I 63 .70 

Il reste à de'termîner le troisième c6të c , ce qui «e fera p«r Të- 

a iin C 
quation ct= — : — -rr 

a ,. l^.f^iSoi 

sinAf 9-7854893 

différence... 4*^o366io 4*9o366io 

sût Cf 9.9705008 ainW».,. 9.7183661 

logc:^ 4*774'^^^ iogb=i,, 4*^319^7' 

Donc dans le triangle &phe'rique proposé, les éléments qu'il fal- 
lait trouver sont : 

A=4i0 78'44".4o 

B = 35 1 65 .86 
logeas. 4.7741618, ou 0= 59451» a56. 

2f. B, La mëtliode donnée dans ce paragraphe peut senrir aussi à r^sou- 
èrm les trlaoglee dans lesquels deux c6tës sereieat trés»p«u différents de fig. 16. 
aoo» et le troisième trèswpetit. Car ea prolongeant les graadb eôtét A'C, 
A'B , OB aumi un trianule ^phérique BGA » dont les tnrift câtés seront très- 
petits. 

S VI> DêM triangU* sphériquet dont deux angles sont tràs-ai^. 

crut. Soit ABC la triangle spbérique proposé dans lequel A et dg, ty. 
fi sont deux angles très-aigus, soit LMN son triangle polaire, 
de sorte qu'on ait MN = 300® — A et LN = 300<> — B. Si on 
prolonge les arcs NM , NL, jusqu'à leur rencontre en K, il est 
clair qu'on aura KM=;;=A, et KIi=:B, le triangle LKM aura 
donc ses côtés très-petits, et il sera dans le cas d'être résolu par 
la méthode du paragraphe précédent. Soient A', B', C, les trois 
angles et «% y, </, les trois c6tes du triangle LKM, on aura 
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B' = LMK = 6 l/=ihKz=:B 

CssLKM=!=aoo«~e c' ss LM =: aoo* ^ C. 

Donc trois éléments connus dans le triangle ABC en donne- 
ront trois dans ie triangle LKM, et par conséquent trois austi 
dans le triangle rectiligne auquel le triangle LKM pent être 
ramené : or, celni-ci étant résolu, on aura la solution du trkn- 
gle LKM, et de là celle du triangle proposé ABC. 

cix. ^it par exemple, A =r 3« , B = a» et )e côté adjacent 
c=i i5o« , les données du triangle LKM , ou plutôt A'B'C, se- 
ront a' = 3» , fc' = a* , et Tangle compris C = 5o«. Par 
le moyen de ces données, on trouye Texcés sphérique t 

= * = 333^^ . ai, et le tiers dç i étant retranché de C% 

le reste sera 49^ 98' 88''. 93. Il faut donc résoudre un triangle 
rectiligne dans lequel oif a les deux côtés tt'=:3oooo", &'=90ooo", 
et Tan gle compris C" = 49** 98' 88''. 93. On trouyera les deux 
autres angles A" = loS* 64' 86" . 33, B"=46o 36' a4" . 76, et le 
troisième côté c'=: aia44". 36 ; ajoutant donc ^ t aux angles A" 

et B" du triangle rectiligne, afin d'avoir les angles A', B', da 
triangle sphérique, on aura pour la solution cherchée 

A' = a = 1 o3o 65' 97" . 40 

B' = 6= 46 37 35 .8a 

C = aoo« ~ c'= 197 87 55 .64 

S VII. Du polygone régulier de dix^sept côiés, 

ex. Nous terminerons ces applications du calcul trigonomé- 
trtque en donnant, diaprés l'excellent ourrage de Gauss cité 
page lia, la manière dMnscrire le polygone régulier de 17 côtés 
par la simple résolution des équations du second degré. 

aoo® 
Soit Tare = f , je dis d*ahord qu'on aura Téquation 

coSf-\-eoBif'\'Coi5f'j^eotjf^^osgf-{'Cos Ml f^^eos iS f^oii5 f=::^. 

Car si on appelle le premier membre P, et qu'on multiplie tous 
ses termes par acosf ; qu'ensuite on change chaque produit de 
deux cosinus en cosinus d'arcs simples d'après la formule : 

a cos A co« B = cos (A -f- B) + cos (A — - B) 
on aura 

^'Pcosf^si-i'^cos^f'{'2cot^f'{':àcos6f 4* ^cos 14 f^-cos i5f. 
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Or, paisque 17 f = aoo» , on a cos a ^ = eos ( aoo*» — i5 ^p ) ==: 
— cos i5 f , co« 4 7 = ^^' (aoo<» — 13 ^} = — cos i3 ^ , et ainsi 
de suite jusqu'à cos 16 f=: — cos ^. Donc 
a Pcof f=i— a C05 15 f-^a co< i3 j»-— 3 cos 1 1 ^. ..««a C05 3 ^—^05 ^ 
on a P C05 ^= I -f- <^05 fr — aP, oua P(i -f* cos j») = i -|- cos f. 
Donc P = i. 

Cela posé, je partage la somme des termes qui composent P 
en deux parties , savoir : 

X = cos 3 ^ -i- cos 5^4" C08 7 f -f- cos 11^ 
jr =: cos f -f- coi 9 f + cos i3 9» -f* <^o« i5 ^. 

J'aurai donc d'abord x 4*^ =i ; je multiplie ensuite les quatre 
termes de x par les quatre termes de^, et changeant les prO' 
doits de cosinus en cosinus d^arcs simples, j'obtiens, toutes re'- 
ductions faites , 

xjrz=: a ( cos a y + <?©* 4 f + co# 6 f . . . + ^^s 16 • ) , 

ou JT ^ = — a ( cos 15^4" cos i3 f + cos 1 1 f . . . 4" cos f ) , 

ou enfin x yss. — i . 

Au moyen de ces équations on trouve 

Maintenant si Ton partage de nouveau les sommes x et/* cha- 
cune en deux parties , savoir : 

x = 54-' ^ = "4-2 

s = cos 3^4" cos 5 ^ u = cos f 4- <?o# i3 f 

t = C05 7 f 4" cos 1 1 f 2 ^ncos 9 f 4" ^<>' i^ f 9 

on trouvera semblablement 

De sorte qu'on pourra déterminer les quatre nombres s, t, 
u, z, à Taide de deux nouvelles équations du second degré. 

Enfin connaissant cos f^cos i3 fr=:uet cos f cos \^ f 
s=r| (cos la^ 4" cos i4 f ) = — i (cos 3 f-\'Cos^f)^=z — J», 
on obtiendra , par une quatrième équation du second degré, la 
valeur de cos f, et de là celle du côté du polygone proposé^ 
laquelle est a 5 m y ou a |/ (1 — cos* f). 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces diverses 
équations, elle tient à une théorie trés-délicate, fondée sur l'a- 
nalyse indéterminée, et dont il faut voir le développement dans 
Touvrage même de Gauss , ou dans l'Essai sur la théorie des 
nombres , deuxième édition. On y trouvera la démonstration 
complète de ce théorème très-beau et très général : 



4i6 TmiGONONéTAiP. 

* 

• Si It nombre i> est premier, et que ii «— i résulte cbt pro» 
• duit des facteurs premiers as 3( 5y^ etc.» la dÎTisioa du cercle 
» en n parties égales pourra toujours si réduire k la réaolution 
» de « équations du deuxième degré, € du troisiéflMy > du dn- 
)t quiime, et aiaù ds suite. » 
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L eg^ndre Elénterw de Géomdùie FI. S. 
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Le^^ndre Elément de Crecmetrie Pi. 8. 
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Legendre EUmau de Géométrie PL12, 
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